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Die Dezimalzahlen

In diesem Projekt sollen die "Dezimalzahlen” erklart werden.
Vorausgesetzt werden folgende Kenntnisse aus der Grundschule:

[1] Die natirlichen Zahlen 0,1, 2, 3,..... n,.....

Diese dienen zum Abzahlen, Messen und Rechnen. Sie beginnen
bei 0 und zu jeder Zahl n gibt es einen Nachfolger (n+1), sodass sie
unendlich grof3 und unendlich viele sind.

[2] Das dekadische Stellenwertsystem zur Darstellung der Zahlen.
Das Zehnersystem hat nur 10 Grundziffern (0 bis 9). Will man aber
grofkere Zahlen darstellen, miissen Stellenwerte eingefiihrt werden.
Beispielsweise ist 273 = 200+ 70+ 3 = 2H 7Z 3E.

[3] Die vier Grundrechenarten mit natlrlichen Zahlen.
Das sind die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division.

[4] Die elementaren Rechengesetze.
Das sind die Vorrang-, Klammer-, Vertauschungs-, Verbindungs-
und Verteilungs-Gesetze.

Um nun die Dezimalzahlen einzufiihren, wollen wir uns kurz mit der
Langenmessung von Strecken befassen. Vergleicht man Strecken,
dann stellt man fest, dass sie verschieden lang sein kdnnen. Wie wird
nun diese Lange gemessen 7



Dezimalzahlen © Herbert Paukert

Die Langenmessung

Als Mafieinheit dient die Einheitsstrecke AE, welcher die Lange e mit
e = 1 cm zugeordnet wird.
2
A =

Gegeben ist eine bestimmte Strecke PQ mit der unbekannten Lange s.

‘.'P ‘.'Q
Wir zahlen nun ab, wie oft die Einheit e in der Strecke PQ enthalten ist.

e e e e
T T T

P A B C b Q@

Die Einheitsstrecke kann 4 Mal auf der Strecke PQ abgetragen werden.
Es bleibt aber ein Rest r (brig, der kleiner als die Einheitsstrecke ist.

Es gilt daher. s=4"e+r mit r<e, dh. s=4cm+r.

Um den Rest zu messen, wird die MalReinheit e in 10 gleich lange
Teile zerlegt. Ein solcher Teil wird als neue Einheit mit der Lange z
festgesetzt. Mit dieser kleineren Einheit wird der Rest r gemessen.
Bleibt dabei wieder ein Rest iibrig, dann wird die Maleinheit noch
einmal verfeinert. Dieser Messvorgang wird nun solange wiederholt
bis der letzte Rest unter einer vorbestimmten Genauigkeit liegt.
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Will man die Langenmessung beliebig genau verfeinern, dann muss

die gegebene Malieinheit e = 1 cm fortgesetzt in 10, 100, 1000, ... gleich
grolRe Teile zerlegt werden. Dadurch entstehen Mafzahlen, die kleiner
als 1 sind:

e = 1 E = Einer

g | wag ¢ B &= Gl = ] Zebhntel

h =1h=e : 100 = 0.01 = 1 Hundertstel

t =1+t =e : 1000 = 10.001 = 1 Tausendstel

Um zu erkennen, wo in einer Zahl die Einer-Stelle ist, setzt man genau
dahinter ein Markierungszeichen. Dieses kann entweder ein Komma
oder ein Punkt sein. Wir verwenden hier einen "Dezimalpunkt".
Beispielsweise sind fiinf Zehntel 5z = 0.5, oder flinfzehn Zehntel
sind 15z = 1.5, weil ja zehn Zehntel bereits ein Einer sind.

Die Zehntel, Hunderstel, Tausendstel, ... heilen "dezimale Einheiten".
Diese dezimalen Einheiten 0.1, 0.01, 0.001, ... zusammen mit den
bekannten dekadischen Einheiten 1, 10, 100, 1000, ... stellen eine
Erweiterung des Zehnersystems dar:

Man erhalt eine dezimale Einheit, wenn man die direkt links davor
stehende Einheit durch 10 dividiert: 1h =1z : 10 oder 1z=10 * 1h.
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Zahlenbeispiele im Dezimalsystem:

T B £ E. 2 h &

L3 7 = 0T OH 12 3E 7z 0h 0t = 1Z 3E 7=z
200 = 0T 2H 0Z OE 0z 0h 0t = 2H

0.45 = 0T OH 0Z 0E 4z 5h 0t = 4z 5h
3012.007 = 3T OH 1Z 2E 0z 0Oh 7t = 3T 1Z 2E 7t

In obigen Beispielen sind die vier Zahlen auf der linken Seite
"stellenwertrichtig untereinander geschrieben".

Zum Abschluss noch einige Zahlen-Umwandlungen:

34.5 3450h
2E3h = 2030t
4567z = 456.7

Nun muss noch gezeigt werden, wie man mit Dezimalzahlen rechnet.
Dabei setzen wir voraus, dass fir das Rechnen mit Dezimalzahlen
dieselben Rechengesetze giiltig sind wie bei den natiirlichen Zahlen.
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Addieren und Subtrahieren

Es sollen die drei Dezimalzahlen x =40.8, y=5.27 und z = 300
addiert werden. Wir wandeln sie in die kleinste vorkommende
Dezimaleinheit um. Das sind hier Hundertstel (h). Dann kénnen
die Dezimalzahlen sowie natiirliche Zahlen addiert werden. Am
Ende werden sie wieder zurlickverwandelt.

40.8 + 5.27 + 300 = 4080 h + 527 h + 30000 h = 34607 h = 346.07

Zur praktischen Durchfiihrung der Rechnung werden die Zahlen
"stellenwertrichtig untereinander geschrieben™:

40.8
B B
300

Auf die gleiche Art werden die Dezimalzahlen auch subtrahiert.
Beispielsweise: 12.8-9.175 = 12800t-9175t = 3625t = 3.625.

Damit sind Addition und Subtraktion von Dezimalzahlen erklart.
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Der Erweiterungssatz

Betrachten wir nun die Division von natirlichen Zahlen a: b =c¢,
beispielsweise 12 :4 = 3.

Multiplizieren wir Dividend a und Divisor b mit derselben Zahl e,
bespielsweise mit der Erweiterungszahl e = 2, dann erhalten wir
(e*a):(e*b) = 24:8 =3.

Wir nehmen verschiedene Erweiterungszahlen und rechnen damit:
Fire= 3 gqilt 12:4 = 36:12 = 3.

Fire= 5 gqilt 12:4 = 60:20 = 3.
Fir e=10 gilt 12:4 = 120:40

I
b

Offenkundig bleibt der Quotient der Division immer gleich.

Der Quotient einer Division a : b bleibt ungeandert, wenn man den
Dividend a und den Divisor b mit derselben Zahl e multipliziert.

Dieser Sachverhalt wird als "Erweiterungssatz" bezeichnet und
kann mit Hilfe der bekannten Rechenregeln bewiesen werden.

Beweis: a:b = (a:b)*e:e =e*(a:b):e =(e*a):(e™b)
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Rechnen mit dezimalen Einheiten

Wir wollen eine Dezimalzahl mit 10, 100, 1000, ... multiplizieren.
Beispielsweise die Zahl 3.185:

32185 * 10 3185t * 10 = 31850¢t = 31.85
3.185 * 100 = 3185t * 100 = 318500t = 318.5
3.185 * 1000 3185t * 1000 = 3185000t = 3185.0

Beim Multiplizieren einer Dezimalzahl mit 10, 100, 1000, ... riickt der
Dezimalpunkt um 1, 2, 3, ... Stellen nach rechts.

Wir wollen eine Dezimalzahl durch 10, 100, 1000, ... dividieren.
Beispielsweise die Zahl 472.3:

472 .3 ¢ 10 = 4723z : 10 = 4723h = 47 .23
472 .3 : 100 = 4723= : 100 = 4723t = 4.723
472 .3 : 1000 = 4723= : 1000 = 4723zt = 0.4723

Beim Dividieren einer Dezimalzahl durch 10, 100, 1000, ... riickt der
Dezimalpunkt um 1, 2, 3, ... Stellen nach links.

Bei Multiplizieren oder Dividieren mit dekadischen Einheiten kommt
es zu einer Dezimalpunkt-Verschiebung nach rechts oder nach links.
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Wir wollen eine Dezimalzahl mit 0.1, 0.01, 0.001, ... multiplizieren.
Beispielsweise die Zahl 472.3:

= $Fd .35 * 0,1 = 10*4F2 . 3*¥1=z:10 = 4723 — 4F 23
x = 472.3 * 0.01 10*472.3*1h:10 = 4723t = 4.723
¥ = 424:3F * 0:.001 186*%472.3*1%:10 4723zt 0.4723

P
I
o

Wir haben hier verwendet, dass fiir jede Zahl x gilt: n*x:n=x
Das gilt, weil n*x:n =x"n:n=x*(n:n) = x*1 = x.

Beim Multiplizieren einer Dezimalzahl mit 0.1, 0.01, 0.001, ... riickt der
Dezimalpunkt um 1, 2, 3, ... Stellen nach links.

Multiplizieren mit 0.1, 0.01, 0.001, ... fihrt zum gleichen Ergebnis wie
Dividieren durch 10, 100, 1000, ...

Wir wollen eine Dezimalzahl durch 0.1, 0.01, 0.001, ... dividieren.
Beispielsweise die Zahl 3.185:

Dazu verwenden wir den "Erweiterungssatz”, der besagt, dass der
Quotient bei einer Division unverandert bleibt, wenn man Dividend
und Divisor mit derselben Zahl multipliziert.

Bei der Division 3.185 : 0.1 multiplizieren wir die Zahlen mit 10.
3.185:0.1 = (3.185%10):(0.1*10) = 31.85:1 = 31.85
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Bei Division durch 0.01 oder 0.001 erweitern wir mit 100 oder 1000.
3.185:0.01 = (3.185*100) : (0.01 *100) = 318.5:1 = 318.5
3.185:0.001 = (3.185 * 1000) : (0.001 *1000) = 3185:1 = 3185.0
Auf Grund der Anwendung des "Erweiterungssatzes" gilt daher:

Beim Dividieren einer Dezimalzahl durch 0.1, 0.01, 0.001, ... riickt der
Dezimalpunkt um 1, 2, 3, ... Stellen nach rechts.

Dividieren durch 0.1, 0.01, 0.001, ... filhrt zum gleichen Ergebnis wie
Multiplizieren mit 10, 100, 1000, ...

Zum Abschluss noch einige Beispiele fiir das Rechnen mit dezimalen
Einheiten. Dabei verschiebt sich nur der Dezimalpunkt:

46.870.1 = 46.8:10 = 4.68
46.8:0.1 = 46.8*10 = 468

7.470.001 = 7.4:1000 = 0.0074
7.4:0001 = 7.4*1000 = 7400
0.05*0.1 = 0.05:10 = 0.005

0.05:01 = 00510 = 0.5

Das Rechnen mit "dezimalen Einheiten" bildet die Grundlage fiir das
Multiplizieren und Dividieren von Dezimalzahlen.
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Die Multiplikation von Dezimalzahlen
Dabei verwenden wir das "Rechnen mit dezimalen Einheiten".

Fall 1: Dezimalzahl mal natirlicher Zahl

2572 =25272 =50z = 5.0
327719 = 327h*19 = 6213 h = 62.13
0.044 200 = 44t~ 200 = 8800t = 8.800

Das Produkt hat genau so viele Dezimalstellen wie die Dezimalzahl.
Fall 2: Dezimalzahl mal Dezimalzahl
20.7*0.05=207*5h=(20.7*5)*1h = 103.5:100=1.035
49713 =49*13z = (49713)*1z = 63.7:10 =6.37
002*04 =002*4z = (0.02*4)*1z = 0.08:10 =0.008

Das Produkt hat genau so viele Dezimalstellen wie die beiden
Dezimalzahlen zusammen.

Multiplikationssatz: Bei der Multiplikation von Dezimalzahlen
rechnet man wie mit natiirlichen Zahlen. Das Produkt hat genau
so viele Dezimalstellen wie die Dezimalzahlen zusammen.
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Die Division von Dezimalzahlen

Fall 1: Dezimalzahl durch natirlicher Zahl

3.285 : 7 3285t 7

3285t : 7 = 469t = 0.469 (und 0.002 Rest)
485t

65t

2t

Statt der Umwandlung des Dividenden in seine kleinste Dezimal-
Einheit kann eine "Stellenwertbestimmung” durchgefiihrt werden.
7 I
3.285 : 7 = 0.469 (und 0.002 Rest)
485
65
2

Man markiert im Dividenden das Ende von jener Zifferngruppe,

in welcher der Divisor das erste Mal zur Ganze enthalten ist. Das
ist dann im Quotienten die erste besetzte Stelle ungleich Null. Im
vorliegenden Beispiel ist es die Zehntel-Stelle. Als Hilfe kann man
den Divisor entsprechend iiber den Dividenden platzieren.
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Noch ein Beispiel mit schneller Stellenwertbestimmung 1.21743 : 25.

25 |
1.2173 : 25 = 0.0486 (mit 0.0023 Rest)
217
173
23

Wenn der Divisor entsprechend (iber den Dividenden geschrieben
wird, dann ist eine schnelle Stellenwertbestimmung mdglich.

Will man die Division genauer durchfiihren, dann kénnen nach der
letzten Dezimalstelle des Dividenden noch Nullen angehangt und
somit weitergerechnet werden. Beispiel 0.10:98 =7

98 |
0.10000 : 98 = 0.00102 (mit 0.00004 Rest)
020
200
4

Damit ist alles anschaulich erklart und wir kommen zum letzten Fall.

Fall 2. Dezimalzahl durch Dezimalzahl
Als Demonstration soll das Beispiel 1.853 : 27.4 dienen.
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Rechenbeispiele

Addition und Subtraktion
23.5 + 0.064 + 1.83 = ?

23.5
0. 064
1.83

12.46 - 8.095 = ?

12. 46
- 8.095

Zwei Multiplikationen

34.2 * 5.17

176. 814

0.93 * 0.142

0. 13206



Dezimalzahlen © Herbert Paukert 16

Zwei Divisionen mit Probe

215.47 : 6.4 = ? (auf 2 Nachkomrastel |l en)

64
2154.70 : 64 = 33.66 (Erweiterungszahl e = 10)
234
42 7
4 30
46 --> 0.46 : 10 = 0. 046 Rest

33.66 * 6.4 (Probe)

0.217 : 0.53 =7 (auf 3 Nachkommast el | en)

53
21.700 : 53 = 0.409 (Erweiterungszahl e = 100)
50
500
23 --> 0.023 : 100 = 0.00023 Rest

0.409 * 0.53 ( Pr obe)
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Wichtige Rechengesetze

Sieht man von den Dezimalpunkt-Verschiebungen ab, so wird mit
Dezimalzahlen genauso gerechnet wie mit natiirlichen Zahlen.
Daher gelten auch hier die bekannten Rechengesetze. Diese sollen
kurz wiederholt werden.

[01] Grundsatzlich wird immer von links nach rechts gerechnet.
[02] Rechnungen in Klammern werden zuerst durchgefiihrt.
[03] Punktrechnungen haben Vorrang vor Strichrechnungen.

[04] Vertauschungsgesetz der Addition: a+b = b + a.
[05] Verbindungsgesetz der Addition: (a+b)+c = a+ (b +c).
[06] Neutrales Element der Addition: a+0 = a.

[07] Vertauschungsgesetz der Multiplikation: a*b = b * a.
[08] Verbindungsgesetz der Multiplikation: (a*b)*c = a* (b * ¢).
[09] Neutrales Element der Multiplikation: a*1 = a.

[10] Verteilungsgesetz: a*(b+c) = a*b + a“c.

Der Beweis der Richtigkeit dieser Rechengesetze fiir natiirliche
Zahlen kann mit Hilfe der elementaren Mengenlehre gefiihrt werden.



