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[1] Definitionen und Begriffsbestimmungen

Funktion: y = y(x)
Ableitung der Funktion: y’ = y’'(x)
Differenzialquotient: y’'(x) = dy/dx

0-te Ableitung: y© = y(x)

1-te Ableitung: Yy =y’ (x)

2-te Ableitung: Yy = y”(x)

k-te Ableitung: y® = y®(x) = d*y/dx

Differenzialgleichungen (DGL) sind Gleichungen in denen Differenzialquotienten
(d.h. Ableitungsfunktionen) vorkommen. In ,gewohnlichen* DGL gibt es nur eine
unabhangige Variable x. In ,partiellen®* DGL kommen mehrere unabhéngige
Variable Xxj, X2, X3, ... und partielle Differentialquotienten &y/dx;, dy/dX,, dy/dXs, ...

vor. In dieser Einfihrung werden nur gewodhnliche DGL besprochen.

Die in einer DGL vorkommende héchste Ableitung y(”)(x) bestimmt die ,,Ordnung*
n der DGL. Die in einer DGL vorkommende hdchste Potenz der Ableitungen
(y"(x))® bestimmt den ,Grad* g der DGL. Grundsatzlich unterscheidet man dabei
lineare DGL (Grad g = 1) und nichtlineare DGL (Grad g > 1).

Eine DGL heil3t ,homogen®, wenn in ihr keine zusatzliche Stdrfunktion s(x) auftritt.

Andernfalls heil3t sie inhomogen.

Beispiel einer linearen homogenen DGL erster Ordnung: y - x*y’ =0
Beispiel einer linearen inhomogenen DGL erster Ordnung: y - X*y’ = x2
Beispiel einer nicht linearen homogenen DGL zweiter Ordnung: y2*y’ + (y”)2=0

Beispiel einer nicht linearen inhomogenen DGL zweiter Ordnung: y?*y’ + (y”)2 = 2*x+1
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[2] Differenzialgleichungen erster Ordnung

Implizite Form: F(Xx, y(x), y'(x)) =0
Explizite Form: y'(x) = f(X, y)
Gesucht sind alle Funktionen y = y(x), welche die DGL fir alle Werte von x erftillen.

[2.1] Das Richtungsfeld einer DGL

In einem rechtwinkeligen Koordinatensystem sind Losungen y = y(x) bestimmte Kurven
in der Ebene. Durch die DGL wird jedem Punkt P(x/y) der Ebene eine Tangentenrichtung
zugeordnet. Die Richtung der Tangente ist durch die Tangentensteigung y'(x) = f(x, y)
gegeben. Ein Punkt und die Tangentenrichtung heil3t Linienelement. Alle Linienelemente
bilden das Richtungsfeld der DGL. Die L6sung einer DGL besteht nun geometrisch darin,
jene Kurven zu finden, welche in dieses Richtungsfeld passen. Die folgende Abbildung

zeigt eine Losungskurve in einem Richtungsfeld:

Abbildung 1

Zur ndherungsweisen Ermittlung von Lésungskurven der DGL beginnt man mit einem
beliebigen Punkt Py(Xo/yo) in der Ebene und schreitet in Richtung seiner Tangente yo’
weiter bis zu einem neuen Punkt P1(x1/y1) . Fur diesen Punkt P; wird seine Tangenten-
richtung y," berechnet und in dieser neuen Richtung weiter geschritten bis zu einem
Punkt P,(x2/y2), usw. So erhalt man einen Streckenzug als Anndherung an die Losungs-

kurve. Je kleiner die einzelnen Stiucke des Streckenzuges, umso genauer die Naherung.
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[2.2] Separierbare DGL

In einer separierbaren DGL ist die Funktion y’ = f(X, y) das Produkt zweier Funktionen,

von denen die eine nur von x und die andere nur von y abhangt.
y' =1(x,y) = g(x) * h(y), mit h(x) #0.

dy/dx = g(x) * h(y)
dy/h(y) = g(x)*dx
[ dy/h(y) = [ g(x)*dx + C, mit C = konstante Zahl

Beispiel 1: y' = 2*x

y' = dy/dx = (2*x) * y° = (2*x) * 1, dy/1 = 2*x*dx, [dy/1 = 2*[ x*dx,
y =x2 + C, Abbildung 1 zeigt eine quadratische Parabel als Losungskurve.

Beispiel 2: y' =y
y' =dy/dx =y *x°, dyly = 1*dx, [dy/ly=[dx, In(y)=x +C
y = exp(x + C) = c*exp(x), mit c = exp(C)

Beispiel 3: y' =y /X
y' =dy/dx =y /x, dyly =dx/x, [dyly=[dx/x, In(y)=In(x) + In(C), In(y) = In(C*x)
y=C*X

Beispiel 4: y'=-x/y
y' = dy/dx = - xly, y*dy = - x*dx, , Jy*dy =-[x*dx, y¥2=-x¥2+C
X2 +y2 = k2, mitk = sqrt(2*C)

Beispiel 5: y'=x*y
y' =dyldx = x *y, dyly = x*dx, , [dyly = [x*dx, In(y)=x%2+C
y = * exp(x¥/2), mit c = exp(C)
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[2.3] Lineare homogene DGL

y +p(x)*y=0
y' = dy/dx = -p(x) *y, dyly =-p(x)*dx, In(y) = - | p(x)*dx + C
y = ¢ * exp(- | p(x)*dx), mit c = exp(C)

[2.4] Allgemeine homogene DGL

y' = f(y/x) oder
y' =9(X,y)/ h(x, y) mitgund h als gleichgradige Terme in ihren Variablen
Beide DGL-Typen werden durch eine geeignete Substitution y = x * z gelost.

Danngilt: y'=dy/dx=x*2z"+z* (X' =1) =x*dz/dx + z, dy =x*dz + z * dx

Beispiel 1: y' = 3 - 2*y/x

Substitution: y=x*z,y=x* zZ2+z und y =3 - 2*z, Gleichsetzen fuhrt zu:

X*2 +z2=3-2%2, x*7 =3*1 - z), Division durch x und Trennen der Variablen:
zZ=(1-2)*3/x

dz/dx = (1-2)*3/x, dz/(1 - z) = 3*dx/x, [dz/(1 - z) = 3* dx/x

-In(1-2)=3*In(x) -In(C), wobei -In(C) eine beliebige Integrationskonstante ist.
Rucksubstitution: In(1 - y/x) = - 3*In(x) + In(C), In((X-y)/x) + In(x3) = In(C)

In(x2 * (x-y) / x) = In(C), In(x®-x2*y) =In(C), x®-x>*y=c¢, x#*y=x3-¢, y=X-C/X?

y=x-c/x?

Beispiel 2: y' = (y? - x3) / (2*y*X)

y' =dy/dx = (y? - x?) [ (2*x*y), (2Fy*x)*dy = (y? - x2)*dx, (2*x*y)*dy + (x* - y?)*dx =0
Substitution: y=x*z, y=x* Z2+z, dy/dx =x*dz/dx +z,dy =x*dz +z * dx
2*x2*z*(x*dz + z*dx) + (x2 + x#*z2)*dx = 0, Division durch x2 fuhrt zu:

2*x*z*dz + (1+z3)*dx = 0, 2*z*dz/(1+z?) + dx/z = 0, 2*z*dz/(1+z?3) = -dx/x

[ 2*z*dz/(1+22) = - [ dx/x

In(1+22) = - In(x) + In(C), In(1+z?) + In(x) = In(C)

Q+z)*x=c

Rucksubstitution: (1 + (y/xX)3) *x=c¢, (X3 +y?3)/x=c, (X3+Yy?) =c*x, Umnformen flhrt zu:

(x - (c/2)2 + y2 = (c/2)?, (Kreise, welche die x-Achse im Ursprung berihren)
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Beispiel 3: (x-3)*y' =y-7

Substitution: z=y-7, dz=dy

(x-3)*dy/ldx =y -7, (x-3)*dz = z*dx, dz/z = dx/(x - 3)
[dz/z =[dx/(x - 3)

In(z) =In(x-3) +In(C), z=c*(x-3)
y=c*(x-3)+7

Beispiel 4: y' = X + X2 + x*y + x2*y

y =dyldx = (x + x3) * (1 +y), dy/(1+y)=(x+ x2)*dx
[ dy/(1+y) = [ (x + x2)*dx

In(1 +vy) =x32+ x3/3 +In(C)

y =C *exp(x?/2 + x3/3) - 1

[2.5] Lineare inhomogene DGL
y' +p(x) *y = s(x)

Sie weicht von der homogenen DGL durch eine Storfunktion auf der rechten
Gleichungsseite ab. Die allgemeine Lésung der inhomogenen linearen DGL
erster Ordnung ergibt sich immer als Summe von zwei Termen (1) und (Il).

Der erste Term (1) ist eine allgemeine Losung yy der homogenen DGL und der

zweite Term (II) ist eine spezielle (partikulare) Losung yp der inhomogenen DGL.

Yy=Yutyp

LOosungsweq:

() ¥y +pX)*y=0, yu=C*exp(-[p(x)*dx)

(I1) Das Auffinden einer partikularen Lésung yp der inhomogenen DGL kann
auf zwei verschiedene Arten erfolgen: Entweder intuitiv mit Hilfe eines
geschickten Ansatzes fir yp oder mit Hilfe der Variation der Konstanten
der homogenen Losung. Im Folgenden wird diese Methode besprochen.
Hinweis: Diese Methode kann auch bei linearen inhomogenen DGL hdherer

Ordnung angewendet werden.
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yn = C * exp(- ] p(x)*dx)

Wir ersetzen die Konstante C durch eine geeignete Funktion C(x).
Fir exp(- | p(x)*dx) schreiben wir der Einfachheit wegen nur J(x).
yp = C(x) * J(x)

yp' = C'(x)"(x) + C(x)*J'(x) = C'(x)*I(x) + C(x)*I(X)*(-p(x))
Nun setzen wir ypindie DGLY + p(X) *y =s(x) ein.
C'(x)*I(x) - C)*I(x)*p(x) + p(x)*C(x)*I(x) = s(x)

C'(x) * I(X) = s(x)

dC(x)/dx = s(x) / I(x)

C(x) = [ [s()/I()]*dx

C(x) einsetzen in yp = C(x) * J(X) liefert eine partikulare Losung.

Beispiel 1: y' - 2*y = exp(X)

() y'-2*y =0, dy/dx =2*y, dyly =2*dx, In(y) = 2*x +In(C), yn = C*exp(2*x)
(1) yr = C(x) * exp(2*x)

yp' = C'(X)*exp(2*x) + 2*C(x)*exp(2*x) = [C'(X) + 2*C(X)]*exp(2*X)
Einsetzen in DGL: [C'(X) + 2*C(X)] * exp(2*x) - 2*C(x) * exp(2*x) = exp(x)
C'(x) * exp(2*x) = exp(x)

C'(x) = exp(-x)

C(x) = - exp(-x)

yp = C(x) * exp(2*x) = -(exp(-x)*exp(2*X)) = - exp(x)

Y = Yu +yp = C*exp(2*X) - exp(x)

y = exp(x) * (C*exp(x) - 1)

Beispiel 2: x*y +y =2+ 3*X + x?

() x*y +y=0, dy/dx =-y/x, dyly =-dx/x, In(y) =-In(x) + In(C), yu=C /X

(1) yp=C(x)/ x

yp' = (C'(X)*x - C(x)*1) / x2

Einsetzen in DGL: C'(X)-C(X) /x + C(X) / x=2 + 3*x + X2

CX)=2+3%+x2, CX)=2"x+3**%32+x3/3, yp=C(X) / x = (12+6*x +2*x?3) / 6
y=yu+yp= C/x+ (12 +6*x +2*x?) /6
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[3] Lineare Differenzialgleichungen zweiter Ordnun g
y'+ax) ¥y +b(x) *y = s(x)

Lineare Differenzialgleichungen zweiter Ordnung beschreiben unter anderem
mechanische und elektromagnetische Schwingungsvorgange. Sie spielen daher

in Physik und Chemie eine wichtige Rolle.

Wenn beide Funktionen a(x) und b(x) konstant sind, d.h. a(x) = a und b(x) = b,
dann spricht man von einer linearen Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten . Nur fir diese DGL kdnnen allgemeine Lésungs-

verfahren angegeben werden, die im Folgenden genauer besprochen werden.

[3.1] Lineare homogene DGL zweiter Ordnung
y'+a*y +b*y=0

Jede DGL von dieser Form besitzt grundsétzlich zwei von einander unabhéngige
Basislosungen ypi(X) und yu2(x). Die allgemeine Losung ist dann eine Linear-

kombination der beiden Basislosungen:
Y =C1*ym(x) + Cz* yua(x)

Zur Bestimmung der beiden Basislosungen dient folgender Ansatz:

y = exp(k*x), y' = k*exp(k*x), y” = k?*exp(k*x)

Einsetzen in die DGL fuhrt zu:
kz*exp(k*x) + a * k*exp(k*x) + b * exp(k*x) = 0

Nach der Division durch exp(k*x) erhalt man:
fk)y=k2+a*k+b=0
Diese quadratische Gleichung heil3t charakteristische Gleichung

Ilhre Losungen sind: ki, = [-a £ sqrt(a? - 4*b) ]/ 2
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Die Losungen der charakteristischen Gleichung f(k) =k2+a*k+ b =0 heil3en
Eigenwerte k; und k,. Diese kdnnen zwei verschiedene reelle Zahlen, eine
reelle Doppelldsung oder zwei konjugiert komplexe Zahlen sein. Entsprechend
unterschiedlich gestaltet sich auch die allgemein Losung yy der DGL.

Fall 1: k; # ko, beide reell: yu = C1* exp(ki*x) + C, * exp(k2*x)
Fall 2: ki = ko =Kk, reell: yu = [C1+ Co* X] * exp(k*x)
Fall 3: ki, = azxi*3, komplex: yuy=[C1*exp(i*B*x) + C,* exp(-I*B*x)] * exp(a*x)

Wegen der Eulerschen Gleichung exp(i*x) = cos(x) + i* sin(x) gilt fur Fall 3 auch:
yn = [C1* (cos(B*X) + i* sin(B*x)) + C2* (cos(B*X) - i* sin(B*x))] * exp(o*x)
yu = [(C1+ Cy)*cos(B*x) + i*(C1 - Cz)*sin(B*x)] * exp(0*x)

yn = [Cs*cos(B*x) + i*Ca *sin(B*Xx)] * exp(a*x)

Die gleiche Losungstechnik gilt auch fir lineare homogene DGL hoherer Ordnung.

Beispiel 1: y"-y=0
a=0, b=-1, f(k)=k?-1=0, ki = +1, ko= -1
yn = C1* exp(x) + C2* exp(-x)

Beispiel 2: y"-2*y' +y=0
a=-2, b=1, f(k)=k?-2*k+1=0, k= k=1
yn =[C1+ Co] * exp(X)

Beispiel 3: y"+y=0
a=0, b=1 f(kl=k2+1=0, ky= +i, ky= -, a=0, B =1

yu = Cs* cos(x) + i * C4* sin(x)
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[3.2] Lineare inhomogene DGL zweiter Ordnung
y'+a*y +b*y=s(x)

Die allgemeine Lésung ergibt sich so wie bei den linearen DGL erster Ordnung

als Summe der allgemeinen homogenen Losung yu(x) und einer beliebigen
partikularen Losung yp(x) der inhomogenen DGL: y(x) =yu(X) + yp(x). Dabei
sind die Lésungswege gleich mit jenen fur die DGL erster Ordnung, nur komplizierter
in ihrer Durchfiihrung. Neben der allgemeinen Methode der Variation der Konstanten
zur Auffindung einer partikularen Lésung yp(x) gibt es fir besondere Formen der
Storfunktion s(x) auch besondere Lésungsansatze (Storglied-Anséatze ), welche im
im Folgenden besprochen werden. Dabei wird fur yp(x) ein Ansatz erstellt, der sich
dem Storglied anpasst. Das ist insbesondere dann maoglich, wenn das Storglied s(x)
eine Polynom, eine Exponentialfunktion, ein Sinusterm, ein Cosinusterm oder eine

Linearkombination aus diesen Funktionen ist.
[3.2.1] Storfunktion = Polynomfunktion, s(xX) =t o+ ro*x + ... + ry*x"

In diesem Fall ist die partikuldre Loésung auch ein Polynom vom selben Grad N,
weil alle Ableitungen y’, y”, . .. Polynome niedrigeren Grades sind. Der Ansatz
erfolgt mit zunéchst unbekannten Koeffizienten: yp(X) = po + p1*x + ...+ pn*x"
Nun wird zweimal differenziert und dann in die gegeben DGL eingesetzt. Zuletzt

fahrt man einen Koeffizientenvergleich mit der Stoérfunktion s(x) durch.

Beispiel 1: y” + 3*y' + 2*y = 2*x2

() Homogene DGL: y” + 3*y' + 2*y =0
Ansatz: y = exp(k*x)
Charakteristische Gleichung: k2+3*k+2=0, k; = -1, ky = -2
yH(x) = C1* exp(-x) + C2* exp(-2*x)

(I Inhomogene DGL: y” + 3*y’ + 2%y = 2*x?2
ANsatz: ye(X) = Po + Pr*X + P2*X°, Yp'(X) = p1+ 24P2*X, Yp'(X) = 2*p,
Einsetzen in DGL: 2*p, + 3*(py + 2*p,*X) + 2*(Po + P1*X + P2*Xx?) = 2*x2
(2%p2)*%2 + (2*pat 6% p2)*X + (2*p2 + 3*P1 + 2*Po) = 2*X?
Koeffizientenvergleich fuhrt zu: p, =1, p1=-3, po=7/2
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Partikuldre Losung: : yp(x) = 7/2 - 3*x + X*
(1) Allgemeine L6sung:
Y() = Yr() +Yp(x) = C1* exp(-x) + Co* exp(-2X) + (7/2 - 3* + x°)

[3.2.2] Stdrfunktion = Exponentialfunktion oder Wi nkelfunktion

Auch in diesen Fallen verlauft der Losungsweg analog zum oben beschrieben Fall,
weil beim zweimaligen Differenzieren stets Ausdrticke derselben Form resultieren.
Fur das Storglied s(x) = rrexp( a*x) ist die partikulare Losung yp(X) = k*exp( a*x).
Fur das Storglied s(x) = r*sin( w*x) ist die partikulare Loésung yp(X) = k*sin( w*x).

Fur das Storglied s(x) = rcos( w*x) ist die partikulare Losung yp(x) = k*cos( w*x).

Ist die so angesetzte partikuldre Losung yp(Xx) identisch mit einer homogenen
Basislosung yni(X) oder yn2(Xx), dann bietet yp(x) keine neue Losung. Dann kann
folgendermal3en vorgegangen werden: Falls die Eigenwerte der charakteristischen
Gleichung der homogenen DGL unterschiedlich sind (k; # kz), wird die urspriinglich
erhaltene partikulare Losung mit x multipliziert, d.h. yp(X) = x * yp(x). Im Falle einer

Doppellésung (ki = kz) wird zusatzlich noch mit x2 multipliziert, d.h. yp(x) = X2 * yp(X).

Beispiel 2: y” + 3*y’ + 2*y = 3*exp(-2*x)
() Homogene DGL: y” + 3*y' + 2*y =0
Ansatz: y = exp(k*x)
Charakteristische Gleichung: k?2+ 3*k+2 =0, k; = -1, ko= -2
yu(X) = C1* exp(-x) + C, * exp(-2*X)
(1) Inhomogene DGL: y” + 3*y’ + 2*y = 3*exp(-2*X)
Ansatz: yp(x) = k*exp(-2*x), das ist identisch mit einer homogenen Basislésung.
Neuer Ansatz: yp(X) = x* k*exp(-2*x)
yP'(X) = (-2*k*x + K)* exp(-2*x)
yp'(X) = (4*k*x + 4*K)* exp(-2*x)
Einsetzen in DGL:
(4*Kk*x + 4*k)*exp(-2*x) + 3*(-2*k*Xx + K)*exp(-2*x) + 2* x* k*exp(-2*x) = 3*exp(-2*X)
Dividieren durch exp(-2*x) und Ordnen nach x-Potenzen fihrt zu:
(-4*k + 3*k) + (4*k - 6*k + 2*k) *x = 3
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Koeffizientvergleich: (-4*k + 3*k) =3 und 0=0, k=-3
partikulare Losung: yp(X) = -3*x*exp(-2*x)

(1) Allgemeine LOsung:
Y(X) = yu(X) +yp(x) = C1* exp(-x) + Co* exp(-2*x) - 3*x*exp(-2*x)
y(X) = C1* exp(-X) + (Cz - 3*x) *exp(-2*x)

Beispiel 3: y” - 4*y' + 4*y = exp(2*x)
() Homogene DGL: y” -4*y' + 4*y =0
Ansatz: y = exp(k*x)
Charakteristische Gleichung: k2-4*k+4 =0, k; = ko= 2
yH(x) = (Cr¥exp(2*x) + Co*x*exp(2*x)) = (C1 + C2* x)*exp(2*X)
(1) Inhomogene DGL: y” - 4*y’ + 4*y = exp(2*X)
Ansatz: yp(x) = k*exp(2*x), identisch mit 1. homogener Basisldsung.
Neuer Ansatz: yp(X) = x* k*exp(2*x), identisch mit 2. homogener Basislésung.
Neuer Ansatz: yp(X) = x2* k*exp(2*x)
Y (X) = 2*k*(x + x2)*exp(2*X)
Yp'(X) = 2*k*(1 + 4*x + 2*x2)*exp(2*X)
Einsetzen in DGL, Dividieren durch exp(2*x) und Ordnen nach x-Potenzen:
2*k + (8*k - 8*k)*x + (4*k - 8*k + 4*k)*x2 = 1
Koeffizientenvergleich: 2*k =1, 0=0, 0=0
partikulare Losung: yp(X) = (1/2)*x2*exp(2*x)
(1) Allgemeine Losung:
y(X) = yu(x) +yp(x) = (C1+ C2* x)*exp(2*x) + (1/2)*x**exp(2*X)
Yy(X) = (C1 + Co* x + x2/ 2) * exp(2*x)

ENDE



