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   Wichtige Grundintegrale 
 
  Die Funktion J(x) ist eine Stammfunktion  von f(x), wenn ihre 
  Ableitung J'(x) = f(x) ist. Zwei Stammfunktionen unterscheiden 
  sich höchstens um eine konstante Zahl c, weil die se ja beim  
  Differenzieren wegfällt. Die Menge aller Stammfun ktionen wird 
  als unbestimmtes Integral ∫∫∫∫  bezeichnet. 
 

   ⌠ 
   │f(x)dx = J(x) + c 
   ⌡ 
  

  Das Auffinden der Stammfunktion J(x) zu einer Fun ktion f(x) 
  ist einfach lösbar, wenn man das Differenzieren d irekt um- 
  kehren und daraus ein Integrationsverfahren gewin nen kann. 
  Die Stammfunktionen, welche durch eine direkte Um kehrung des 
  Differenzierens gewonnen werden, nennt man auch G rundintegrale. 
  Nachfolgend sind die wichtigsten davon aufgeliste t: 
 

  ∫∫∫∫(k*f(x)) = k* ∫∫∫∫(x)                 Faktorregel 
  ∫∫∫∫(f(x)±g(x)) = ∫∫∫∫(f(x))±J(g(x))     Summenregel 
 

  ∫∫∫∫(x^r) = x^(r+1)/(r+1)             Potenzfunktion fü r r <> -1 
  ∫∫∫∫(x^(-1)) = ln(x)                  Potenzfunktion fü r r = -1 
  ∫∫∫∫(exp(x)) = exp(x)                 Exponentialfunkti on y = e^x 
  ∫∫∫∫(sin(x)) = -cos(x)                Sinusfunktion 
  ∫∫∫∫(cos(x)) = +sin(x).               Cosinusfunktion 
  ∫∫∫∫(1/cos²(x)) = tan(x) 
  ∫∫∫∫(1/sqrt(1-x²)) = arcsin(x) 
  ∫∫∫∫(1/(1+x²)) = arctan(x) 
 
    

   Substitutionsmethode 
 
  Die Funktion f(x) kann NICHT direkt integriert we rden. 
  Eine geeignete Substitution suchen: x = g(z). 
  Dabei gilt: dx/dz = g'(z), dx = g'(z)dz. 
 

    ⌠         ⌠                  ⌠ 
    │f(x)dx = │f(g(z))*g'(z)dz = │h(z)dz 
    ⌡         ⌡                  ⌡ 
 
  Funktion h(z) kann nun direkt integriert werden. 
  (Integrationsgrenzen sind entsprechend zu ersetze n). 
 

  Beispiel: ∫∫∫∫ tan(x)dx = ?  
 
  Substitution: z = cos(x), z'  = dz/dx = -sin(x), dx = -dz/sin(x) 

  ∫∫∫∫ tan(x)dx = ∫∫∫∫(sin(x)/cos(x))dx = - ∫∫∫∫(1/z)dz = -ln(z) 
  Rück-Substitution:  
  ∫∫∫∫ tan(x)dx = -ln(cos(x))
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  Beispiel: ∫∫∫∫(a*x+b)^ndx = ?  
  
  Substitution: z = a*x+b, z'  = dz/dx = a, dx = dz/a 

  ∫∫∫∫(a*x+b)^ndx = (1/a)* ∫∫∫∫ z^ndz = z^(n+1)/(a*(n+1)) 
  Rück-Substitution:  
  ∫∫∫∫(a*x+b)^ndx = (a*x+b)^(n+1)/(a*(n+1)) 
 

  Beispiel: 
 
  Wenn f(x) = g'(x)*g(x) oder f(x) = g'(x)/g(x), da nn 
  kann eine Substitution z = g(x) sehr hilfreich se in. 
  z'  = g'(x) = dz/dx, dz = g'(x)dx. Für das Integral gilt:  
  ∫∫∫∫ f(x)dx = ∫∫∫∫(g'(x)*g(x))dx = ∫∫∫∫ zdz = z²/2 = g²(x)/2 oder 
  ∫∫∫∫ f(x)dx = ∫∫∫∫(g'(x)/g(x))dx = ∫∫∫∫(1/z)dz = ln(z) = ln(g(x))   
 
 

   Partielle Integration 
 
  Die Funktion f(x) kann NICHT direkt integriert we rden. 
  Eine geeignete Zerlegung suchen: f(x) = g(x)*h'(x ). 
  Wegen der Produktregel des Differenzierens gilt d ann: 
 

   ⌠                     ⌠ 
   │f(x)dx = g(x)*h(x) - │g'(x)*h(x)dx 
   ⌡                     ⌡ 
 
  Funktion g'(x)*h(x) kann nun direkt integriert we rden. 
 
  

  Beispiel: ∫∫∫∫ ln(x)dx = ?  
 
  ∫∫∫∫ ln(x)dx = ∫∫∫∫(ln(x)*1)dx 
  g(x) = ln(x), g'(x) = 1/x 
  h(x) = x, h'(x) = 1 
 
  ∫∫∫∫ ln(x) = ∫∫∫∫(ln(x)*1)dx = ln(x)*x - ∫∫∫∫(1/x)*xdx = ln(x)*x - x 
  ∫∫∫∫ ln(x) = x*(ln(x)–1) 
  

  Beispiel: ∫∫∫∫ exp(x)*cos(x)dx = ?   
 
  ∫∫∫∫ exp(x)*cos(x)dx = exp(x)*sin(x) - ∫∫∫∫ exp(x)*sin(x)dx 
  g(x) = exp(x), g'(x) = exp(x) 
  h(x) = sin(x), h'(x) = cos(x) 
      
  ∫∫∫∫ exp(x)*sin(x)dx = -exp(x)*cos(x) + ∫∫∫∫ exp(x)*cos(x)dx 
  g(x) = exp(x), g'(x) = exp(x) 
  h(x) = -cos(x), h'(x) = sin(x) 
 
  ∫∫∫∫ exp(x)*cos(x)dx = exp(x)*sin(x) + exp(x)*cos(x) - ∫∫∫∫ exp(x)*cos(x)dx 
  2* ∫∫∫∫ exp(x)*cos(x)dx = exp(x)*(sin(x)+cos(x)) 
  ∫∫∫∫ exp(x)*cos(x)dx = (1/2)*exp(x)*(sin(x)+cos(x))
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  Beispiel: 
 
  Alle Punkte einer Ellipse in Hauptlage mit den Ha lbachsen a und b 
  erfüllen die Gleichung b²*x² + a²*y² = a²*b². Dar aus folgt dann die 
  explizite Ellipsengleichung e(x) = (b/a)*sqrt(a²-x²) mit x <= a. 
  Um nun eine Fläche unter der Ellipsenkurve zu ber echnen, muss e(x) 
  integriert werden. 
   
  ∫∫∫∫(b/a)*sqrt(a²-x²)dx = (b/a)*     ∫∫∫∫a*sqrt(1-(x/a)²)dx = b* ∫∫∫∫sqrt(1-(x/a)²)dx 
 
  Substitution:  z = x/a, dz/dx = 1/a, dx = a*dz 

  b* ∫∫∫∫    sqrt(1-(x/a)²)dx = (a*b)*     ∫∫∫∫ sqrt(1-z²)dz 
  Umformung:  ∫∫∫∫ sqrt(1-z²)dz  = ∫∫∫∫(1-z²)/sqrt(1-z²)dz =  
  = ∫∫∫∫1/sqrt(1-z²)dz - ∫∫∫∫z²/sqrt(1-z²)dz 
  = arcsin(z) - ∫∫∫∫z²/sqrt(1-z²)dz 
 
  Partielle Integration  von ∫∫∫∫z²/sqrt(1-z²)dz = ∫∫∫∫z/sqrt(1-z²)*(z)dz 
  mit g(z) = -sqrt(1-z²), g'(z) = z/sqrt(1-z²) und h(z) = z, h'(z) = 1 
  ∫∫∫∫g'*h = g*h - ∫∫∫∫g*h' 
  ∫∫∫∫z/sqrt(1-z²)*(z)dz = -sqrt(1-z²)*z - ∫∫∫∫-sqrt(1-z²)*1dz 
 
  ∫∫∫∫sqrt(1-z²)dz  = arcsin(z) + sqrt(1-z²)*z - ∫∫∫∫sqrt(1-z²)*dz 
  2* ∫∫∫∫sqrt(1-z²)dz = arcsin(z) + sqrt(1-z²)*z 
  ∫∫∫∫sqrt(1-z²)dz = (1/2)*(arcsin(z) + sqrt(1-z²)*z)  
 
  Rück-Substitution: 
  ∫∫∫∫(b/a)*sqrt(a²-x²)dx = (a*b/2)*((arcsin(x/a)+(x/a)*s qrt(1-(x/a)²)) 
 

  Beispiel: 
 
  Alle Punkte einer Hyperbel in Hauptlage mit den H albachsen a und b 
  erfüllen die Gleichung b²*x² - a²*y² = a²*b². Dar aus folgt dann die 
  explizite Hyperbelgleichung h(x) = (b/a)*sqrt(x²-a²) mit x >= a. 
  Hier kann zur Integration der arcsin(z) nicht ver wendet werden, weil 
  dessen Argumente z zwischen -1 und +1 liegen, d.h . z <= 1 sein muss.  
   
  ∫∫∫∫(b/a)*sqrt(x²-a²)dx = (b/a)*     ∫∫∫∫a*sqrt((x/a)²-1)dx = b* ∫∫∫∫sqrt((x/a)²-1)dx 
 
  Substitution:  z = x/a, dz/dx = 1/a, dx = a*dz 
  b* ∫∫∫∫sqrt((x/a)²-1)dx = (a*b)*     ∫∫∫∫sqrt(z²-1)dz 
  ∫∫∫∫sqrt(z²-1)dz  = ? 
  Substitution: sqrt(z²-1) = t–z, t = sqrt(z²-1)+z, 
  z²-1 = t²-2*t*z+z², z = (1/2)*(t+1/t), dz/dt = (1 /2)*(1-1/t²) 
  sqrt(z²-1) = t-z = t-(1/2)*(t+1/t) = (1/2)*(t-1/t )  
  ∫∫∫∫sqrt(z²-1)dz = ∫∫∫∫(1/2)*(t-1/t)*(1/2)*(1-1/t²)dt = (1/4)* ∫∫∫∫(t-2/t+1/t³)dt 
  ∫∫∫∫sqrt(z²-1)dz = (1/4)* ∫∫∫∫(t-2/t+1/t³)dt = (1/4)(t²/2-2*ln(t)+1/(2*t²))  
  ∫∫∫∫sqrt(z²-1)dz = (1/8)*(t²-4*ln(t)+1/t²) 
  
  Ergebnis: 
  ∫∫∫∫(b/a)*sqrt(x²-a²)dx = (a*b/8)*(t²-4*ln(t)+1/t²) 
  mit t = (1/a)*(sqrt(x²-a²)+x)
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   Teilbruchzerlegung  
  
  Eine rationale Funktion f(x) besteht aus einem Zä hlerpolynom 
  und aus einem Nennerpolynom. Wir dividieren nun, so dass 
  der Grad des Zählerpolynoms g(x) kleiner als der Grad des 
  Nennerpolynoms h(x) wird: f(x) = g(x)/h(x). Das N ennerpolynom 
  soll dabei nur reelle Nullstellen aufweisen. 

 
   Teilbruchzerlegung - Variante A  
  
  Das Nennerpolynom h(x) hat nur einfach zählende N ullstellen. 
  d.h. es gilt: h(x) = k*(x-a1)*(x-a2)*......* (x-aN) , wobei N 
  der Grad von h(x) ist (Fundamentalsatz der Algebr a). Gelingt 
  es, alle Nullstellen von h(x) zu ermitteln, kann die Funktion 
  f(x) = g(x)/h(x) in eine Summe von einfachen Teil brüchen zer- 
  legt werden: g(x)/h(x) = k1/(x-a1) + k2/(x-a2) +...+ kN/(x-aN) . 
  Multipliziert man die Gleichung mit h(x) und verg leicht die 
  Koeffizienten gleich hoher Potenzen auf den beide n Seiten 
  der Gleichung, dann kann man k1, k2, k3 ....., kN  berechnen. 
  Nach der Integration der einzelnen Teilbrüche erh ält man: 
  ∫∫∫∫    g(x)/h(x)dx = k1*ln(x-a1)+k2*ln(x-a2)+ ... +kN*ln(x -aN).   

 
  Beispiel: ∫∫∫∫(x+5)/(x²+x-2)dx = ?  
  

  Die Auflösung der quadratischen Gleichung x²+x-2 = 0 ergibt 
  zwei einfach zählende, reelle Nullstellen a1 = 1 und a2 = -2. 
 

  Es gilt nun folgende Zerlegung: 
  (x+5)/(x²+x-2) = k1/(x-1) + k2/(x+2). 
 

  Multiplikation mit dem Nenner N = (x²+x-2) = (x-1 )*(x+2): 
  x+5 = k1*(x+2) + k2*(x-1)  
  x+5 = (k1+k2)*x + (2*k1-k2)  
 

  Koeffizientenvergleich auf den beiden Gleichungss eiten: 
  1 = (k1+k2) und 5 = (2*k1-k2).  
  Daraus kann k1 = 2 und k2 = -1 bestimmt werden. 
  ∫∫∫∫((x+5)/(x²+x-2))dx  =  2* ∫∫∫∫dx/(x-1) - ∫∫∫∫dx/(x+2)  
  ∫∫∫∫((x+5)/(x²+x-2))dx  =  2*ln(x-1) - ln(x+2) = ln((x- 1)²/(x+2)) 

 
   Teilbruchzerlegung - Variante B  
 
  Das Nennerpolynom h(x) hat mehrfach zählende Null stellen. 
  Wenn beispielsweise die Nullstelle a1 die Vielfac hheit 3 hat, 
  dann steht in der Zerlegung von h(x) der Faktor ( x-a1)^3. 
  Dann muss der entsprechende Teilbruch k1/(x-a1)^3  ersetzt 
  werden durch k11/(x-a1) + k12/(x-a1)^2 + k13/(x-a 1)^3. So 
  wie bei der Variante A können auch hier die Konst anten dann 
  durch Koeffizientenvergleiche schrittweise ermitt elt werden. 
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