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Das Riemannsche Integral

egeben ist eine Funktion y = f(x)
auf dem Intervall [a;b].

t ist die Flache F(a;b) zwischen
, der x-Achse und x=a und x5
Kurz gesagt: "Die Fldche unter der Kun

10

b.
e
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Das Intervall [a;b] wird in n gleiche Teil¢
In jedem dieser Teilintervalle wird ein
d und f{a+i*d) gebildet, wobeiivon 1 bi

Je mehr wir die Zerlegung verfeinern, |
sich die Summe der Rechtecksflachen

an die Flache unter der Kurve auf dem

Der Grenzwert der Rechteckssummen

¥oE

2 d = (b-a)/n zerlegt.
echteck mit den Seiten
snlauft ..............

mso besser nahert
(Riemannsche Summe)

Intervall [a;b] an.

fiir unendlich verfeinerte

Zerlegungen heilt Riemannsches Integral zwischen a und b.
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Das Riemannsche Integral.

¥ 5 f(a+i*

10

n b—a

)

1=1 n

-10 0

Die Flache zwischen Kurve, x-Achse ui
Riemannsche Integral und wird mit den
Symbol bezeichnet. Man sagt dazu:

Integral von f von x mal dx zwischen dg
Das ist der Grenzwert der Rechteckss
von allen Teilintervallen (b-a)/n unendli¢

Man kann beweisen, dass das Rieman
dann existiert, wenn die Funktion f(x) g
stetig und monoton ist.

1 a

nd a und b heil3t das
n oben dargestellten

en Grenzen a und b.
ummen, wo die Langen
oh klein werden.

nsche Integral immer
uf dem Intervall [a;b]
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10
b b-a n b-a
|f(x)dx = 1im *| 3 Flati* )
n—>>ce n i=1 n

Beispiel:, Flache F(a;b) unterhalb von f(k) = x*2

zwischen den Grenzena=2und b =8
0 N T a b 10

Im n-ten Intervall gilt: (b-a)fn = &/n, fla+i*(
Riemannsche Summen ("sum™ = Summe f
= 6/n*sum(f(2+6*i/n))

= 6/n"sum((2+6"i/n}*)

= 6/n*sum(4 + 24%i/n + 36"i#/In?)
= 6/n*d4/n**sum(n® + 6%*n + 9*i)
= 24/In**(n*sum(1) + 6*n*sum(i) + 9" sum(ij
Wegen der bekannten Formeln fiir Poten:
= 24/ (N + 6*n*n*(n+1)/2 + 9'n*(n+1)*(2
= 24/n*(T™'n® + 15"+ 3"°n/2) = 168 + 180/
Wenn hier n gegen Unendlich strebt, dan

b

-a)/n) = f(2+6*i/n)
iir i von 1 bis n):

N

summen gilt:
*n+1)/6)

n + 36/n?

n gilt: F(2;8) = 168.

-10
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10

Beispiel»Flache F(a;b) unterhalb von f(x) = x"2
zwischen den Grenzena=2und b = §.

10 0 T 2

Im letzten Beispiel wurde das Riemannsche Integral mit Hilfe
von Potenzsummen schrittweise berechnet. Dieses Verfahren
ist aufwendig und rechenintensiv.

Es besteht auch die Maglichkeit mit "numerischen Methoden"
die Flache F(a;b) naherungsweise zu berechnen.

Viel schneller und eleganter kann das Riemannsche Integral
mit dem "Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung”

bestimmt werden.
-10
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Numerisches Integrieren

b b-a
|f(x)dx = 1lim
n—>co n

Das Riemannsche Integral = F(a;b)
"Flache uriter der Kurve".

10

Y. flati*
i=1 n

)

1]

-0 0
Das Intervall [a;b] wird in n gleiche Teil¢

Je gréRer n wird, umso besser nahert g
Rechtecksstreifen der Flache unter del
Ersetzt man die Rechtecksflachen durg
erhalt man: F(a;b) = d'(y1+y2)/2 + d*(y3

F(ab) =(b-a)(2'n) * (y1 +2"y2 + 2"y3
Dabei sind y1, y2, ..., yN die benachbal

obiger Zerlegung des Intervalls [a:b]. S
Flachenermittlung heil?t numerische Inf

2 ol =1(b-63;"n zerlegt.

sich die Summe der
Kurve F(a:b) an.

h Trapezflaichen, dann

+2'vd + ... +yN)
ten Funktionswerte in

olche naherungsweise
egration (Trapezregel).

-10

+y3)/2 + d'(y3+y4)/2 + ...



Integralrechnung, Teil 1 © Herbert Paukert

Numerische Integration nach Simpson:

y = f(x) sei eine im Intervall [u;v] stetige F
Es ist w = (u+v)/2. Durch die drei Punkte |
B(w/f(w)), C(v/f(v)) wird eine Parabel p(x)
welche f{x) in [u;v] anndhern soll.
p(x)=i"x®+j"x + k

Die Flédche F(u;v) unter p(x) erhiélt /
man durch einfaches Integrieren:
fpOddx =i*x*3 +j*x22 + k*x + ¢

Flu;v) = if3*(v?-u?) + ji2*(v®-u?) + k*(v-u)
Durch Herausheben von (v - u) und
Umformen erhilt man schlieilich:

10

unktion.
A(u/f{u))
gelegt,

%) P(x)

ke F(u;v) = (v-u)/6 * [f(u) + 4*f((u+v)/2) + f(v%l:

Um die gegebene Funktion y = f(x) auf ein
integrieren, wird im Intervall [a;b] eine g
distanten Teilungspunkten x0=a, x1, x2, .
Die Lange der Teilintervallenist d= (b - 4
Teilintervalle werden jeweils zu einem Inte
p(x) zusammengefasst: u = x(i-1), w = x(i
Dann gilt: F(a;b) =2*d/6 * [(y0+4*y1+y2)

Zusammenfassen liefert dann die Simpsorn
F(a;b) = (b - a)/6 " [y0 + 4™y1 + 2*y2 + 4"y

em Intervall numerisch zu
erade Anzahl N von &qui-

JIM. Je zwei benachbarte
rval [u;v] fiir eine Parabel

v (y2+4*y3+yd) + .. + yN].

sche Néherungsformel:

-10

..., X(i), ...., xN=b bestimmt.

), v=x{i+1) und (v-u) = 2*d.

B+ 2*yd + ... + 4*y(N-1) + yN]
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Die Flache unter der Kurve
10
Die Flache, "unter" der Kurve
Gegeben ist eine Funktion y = f(x) auf dem Intervall [a;b].
Fiir die Flache F = F(a;b) unter der Kurye gilt:
b
F = |E(x)dx
a
-0 0 T g b 10
f(x) = x*2/5

Grenzen: a=2, b=4
f(a) = 0.8000, f(b)=3.2000

Flache F(2;4)=3.7333

-10



Integralrechnung, Teil 1 © Herbert Paukert

10
Die Fléche "unter" der Kurve
Gegeben ist eine Funktion y = f(x) auf dem Intervall [a;b].
Fiir die Flache F = F(a;b) unter der Kurye gilt:

KT o 1 a b

f(x) = sqrt(25-x*2)

Grenzen: a=2, b=4
f(a) =4.5826, f(b)=3

Flache F(2;4)=7.8647

-10
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Einfache Integralsatze

b| b-a n b-a
|[f(x)dx = 1lim * 3 Flatix
al n—>= n i=1 n

)

Das Riemannsche Integral von f(x) mit den Grenzen a und b
ergibt die Flache F(a;b) "unter" der Kurve f(x).

Das Integral ist der Grenzwert der Summe einer Reihe, deren
Glieder bestimmte Funktionswerte y = f(x) sind. Dazu wollen

wir kurz "lim {sum(y)} fiir N gegen Unendlich" schreiben. Dabei
steht der Summenoperator fiir sum(y)=y1 +y2 +y3 +...+yN.

Fiir den Summenoperator gelten einfache Rechenregeln, die
dann auch auf das Integral iibertragen werden kénnen.

sum(k*y) = k * sum(y) mit k als konstanten Faktor.
Beweis: sum(k™y) = (k*y1) + (k'y2) + (k*y3) + ... + (k*yN).
sum(k*y) = k*(y1+y2+...+yN) = k*sum(y).

sum(y+2) = sum(y) + sum(z) mity und z als variable Werte.
Beweis: sum(y+z) = (y1+z1) + (y2+22) + (y3+23) + ... + (yN+zN).
sum(y+2) = (y1+y2+...+yN) + (21+22+...+2N) = sum(y) + sum(z).
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Satz 1:
b b
|k*f(x)dx = k*|f(x)dx

al al

Satz 2:
b b b
| (E(x)tg(x))dx = |f(x)dx t |g(x)dx
al a) a]
Satz 3:
b c| c
[fix)dx + |Fix)dx = |EFilx)dx
al b] a]
Satz4:
b a|
|f(x)dx = - |f(x)dx

al b]

Satz 1 und Satz 2 folgen aus den Rechenregeln fiir den
Summenoperator. Satz 3 folgt anschaulich durch ein liicken-
loses Zusammenfiigen der dargestellten Flachen. Satz 4
folgt aus Satz 3 fiir den Fall, dass ¢ = a gesetzt wird.
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Stammfunktionen und der
Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

*

Das Riemannsche Integral

10

n b-a
y flati*
i=1 n

)

A F(ax)

Wird im Riemannschen Integral die obere Grenze veranderlich

gemacht - bei festgehaltener unterer G
die sogenannte Flachenfunktion F(a;x)

x|
|f(t)dt =

al

Fla;x)

enze - dann erhalt man
und schreibt dafiir:

Um Zweideutigkeit zu vermeiden, ist eine Variable umbenannt.

-10
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10
x|
|f(t)dt = F(a;x)
Es ist F(a;x) die Flachenfunktion von f(X), wobei
die Funktion f(x) stetig und monoton sejin soll.
F(@:x+dx)
F(@x)

g g 1 a X X+clx 1d

Wenn der x-Wert um dx wichst, so dndel
funktion F(a;x) um den Wert dF{a;x) = F(3
Fiir diesen Flichenzuwachs gilt folgende
fix) dx <= dF{a;x) <= f{x+dx)"dx

f(x) <= (Fla;x+dx) - F{a;x}) / dx <= f(x+dx)
Wenn nun dx gegen 0 strebt, dann strebt
Also muss auch (F(a;x+dx) - F{a;x)) / dx ¢

't sich die Flachen-
(x+dx) - F{a;x).

Ungleichung:

Also ist die gegebene Funktion f{x) die A
Fliachenfunktion F{a;x). Es gilt: F'{a;x) = f|

X).

-10

f(x+dx) gegen f(x).

egen f{x) streben.

Dieser Grenzwert ist aber der Diﬁerenziatl']quotient von F(a;x).
|

eitung ihrer



Integralrechnung, Teil 1 © Herbert Paukert

14

Damit ist der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
bewiesen:

Die stetige Funktion f(x) ist die Ableitung ihrer Flachen-
funktion F(a;x). Es gilt: F'(a;x) = f(x).

Eine Funktion J(x), deren Ableitung die Funktion f(x) ist,
heilt Stammfunktion von f. Alle Stammfunktionen unter-
scheiden sich nur um eine additive Konstante C. Weil die
Flachenfunktion nach dem Hauptsatz eine Stammfunktion
ist, gilt F(a;x) = J(x) + C. Aus F(a;a) = 0 folgt C = -J(a).

Also gilt: F(a;x) = J(x) - J(a), wobei J eine beliebige Stamm:-
funktion von f ist. Setzen wir nun x = b, dann wird aus der
Flachenfunktion das Riemannsche Integral F(a;b), d.h.

b
Flarbh) = |fix)dx = J({b) = Jd{a)

al

Um das Riemannsche Integral der Funktion f(x) zu bestimmen,
muss man nur eine Stammfunktion J(x) von f(x) finden. Setzt
man dann die Integralgrenzen a, b ein und bildet die Differenz
J(b) - J(a), so erhélt man den Flacheninhalt F(a;b) !
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Das Auffinden der Stammfunktion J(x) zu einer Funktion f(x)
ist dann lésbar, wenn man das Differenzieren einsichtig
umkehren und daraus ein Integrationsverfahren gewinnen
kann. Die Menge aller Stammfunktionen wird auch als un-
bestimmtes Integral bezeichnet und man verwendet dabei
das Integrationssymbol ohne Grenzen.

Es sei f(x) = x®. Dann ist J(x) = x*/3 + C, weil J(x)' = 1/3*3*x* = x°.
Damit wird schnell und elegant das Flachenproblem geldst:

8 8 |
F{2;8)= |x~2dx=(x"~3/3) |=512/3-8/3=168.
2| 2

Stammfunktionen, die durch Umkehrung des Differenzierens
gewonnen werden, nennt man Grundintegrale. Es sei hier
aber nicht verschwiegen, dass es viele Funktionen gibt,
welche nicht mit diesen Grundintegralen integriert werden
kénnen. Dann missen oft sehr komplizierte Verfahren
angewendet werden, um eine Stammfunktion aufzufinden.

Im nachsten Kapitel werden einige wichtige Verfahren
zur Ermittlung der Stammfunktion besprochen.
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Wichtige Grundintegrale

Die Funktion J(x) ist eine Stammfunktion
Ableitung J'(x) = f(x) ist. Zwei Stammfunktionen

sich hochstens um eine konstante Zahl ¢, weil die
Differenzieren wegfallt. Die Menge aller Stammfun

als  unbestimmtes Integral | bezeichnet.
| f(x)dx = J(x) + ¢

Das Auffinden der Stammfunktion J(x) zu einer Fun
ist einfach l6sbar, wenn man das Differenzieren d
kehren und daraus ein Integrationsverfahren gewin
Die Stammfunktionen, welche durch eine direkte Um
Differenzierens gewonnen werden, nennt man auch G
Nachfolgend sind die wichtigsten davon aufgeliste

J(k*(x)) = k* Ix) Faktorregel
J(f09g(x)) = J(f0)£I(@(x)  Summenregel

(™) = xM(r+1)/(r+1) Potenzfunktion f
JxM(-1)) = In(x) Potenzfunktion fii
I(exp(x)) = exp(x) Exponentialfunkti
I(sin(x)) = -cos(x) Sinusfunktion
J(cos(x)) = +sin(x). Cosinusfunktion
I(1/cos?(x)) = tan(x)

[(1/sqrt(1-x?)) = arcsin(x)

[(1/(1+x?)) = arctan(x)

Substitutionsmethode

Die Funktion f(x) kann NICHT direkt integriert we
Eine geeignete Substitution suchen: x = g(z).
Dabei gilt: dx/dz = g'(z), dx = g'(z)dz.

|
JIf(X)OIX = JIf(Ql(Z))*g'(Z)dZ =

Funktion h(z) kann nun direkt integriert werden.
(Integrationsgrenzen sind entsprechend zu ersetze

Beispiel: [ tan(x)dx = ?

von f(x), wenn ihre
unterscheiden
se ja beim
ktionen wird

ktion f(x)

irekt um-

nen kann.
kehrung des
rundintegrale.
t:

rr<>-1
rr=-1
ony =e”"x

rden.

[
| h(z)dz

n).

Substitution: z = cos(x), z' = dz/dx = -sin(x), dx = -dz/sin(x)
[tan(x)dx = [(sin(x)/cos(x))dx = - I(1/z)dz = -In(2)

Ruck-Substitution:
[ tan(x)dx = -In(cos(x))



Integralrechnung, Teil 1 © Herbert Paukert 17

Beispiel: J(@*x+b)*ndx = ?
Substitution: z = a*x+b, z' =dz/dx = a, dx = dz/a
[(@*x+b)*ndx = (1/a)* [ z*ndz = zA(n+1)/(a*(n+1))

Rick-Substitution:
[(@*x+b)*ndx = (a*x+b)(n+1)/(a*(n+1))

Beispiel:
Wenn f(x) = g'(x)*g(x) oder f(x) = g'(x)/g(x), da nn
kann eine Substitution z = g(x) sehr hilfreich se in.
Z' = ¢g'(x) =dz/dx, dz = g'(xX)dx. Fur das Integral gilt:

[fodx = J(g'(x)*g(x))dx = [ zdz = z2/2 = g?(x)/2 oder

[ f()dx = I(g'x)/g(x))dx = (1/2)dz = In(z) = In(g(x))

Partielle Integration

Die Funktion f(x) kann NICHT direkt integriert we rden.
Eine geeignete Zerlegung suchen: f(x) = g(x)*h'(x ).
Wegen der Produktregel des Differenzierens gilt d ann:
| f(x)dx = g(x)*h(x) - | g'(x)*h(x)dx
Funktion g'(x)*h(x) kann nun direkt integriert we rden.
Beispiel: [ In(x)dx = ?

[Ine)dx = JIn(x)*1)dx

g(x) = In(x), g'(x) = 1/x
h(x) =x, h'(x) =1

[In) = J(In()*1)dx = In(x)*x - J(@/x)*xdx = In(x)*x - x
[ In(x) = x*(In(x)-1)

Beispiel: [ exp(x)*cos(x)dx = ?

[ exp(x)*cos(x)dx = exp(X)*sin(x) - [ exp(x)*sin(x)dx

g(x) = exp(x), g'(x) = exp(x)
h(x) = sin(x), h'(x) = cos(x)

[ exp(x)*sin(x)dx = -exp(x)*cos(x) + | exp(x)*cos(x)dx

g(x) = exp(x), g'(x) = exp(x)
h(x) = -cos(x), h'(x) = sin(x)

[ exp(x)*cos(x)dx = exp(x)*sin(x) + exp(x)*cos(X) - [ exp(x)*cos(x)dx
2* [ exp(x)*cos(x)dx = exp(x)*(sin(x)+cos(x))
[ exp(x)*cos(x)dx = (1/2)*exp(x)*(sin(x)+cos(x))
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Beispiel:

Alle Punkte einer Ellipse in Hauptlage mit den Ha

erfullen die Gleichung b?*x2 + a2*y2 = a2*b2, Dar

explizite Ellipsengleichung e(x) = (b/a)*sqrt(az-x?)
Um nun eine Flache unter der Ellipsenkurve zu ber

integriert werden.

Ibachsen a und b

aus folgt dann die
mit X <= a.

echnen, muss e(x)

I(bra)*sqrt(az-x?)dx = (b/a)* [a*sqrt(1-(x/a)?)dx = b* [sqrt(1-(x/a)?)dx
Substitution: z = x/a, dz/dx = 1/a, dx = a*dz
b* [ sqrt(1-(x/a)?)dx = (a*b)* ) sqrt(1-z2)dz
Umformung: [ sqrt(1-z2)dz = J(1-z?)/sqrt(1-z2)dz =
= [1/sqrt(1-z2)dz - [z2/sqrt(1-z2)dz
= arcsin(z) - [z2sqrt(1-z2)dz
Partielle Integration von [z2/sqrt(1-z2)dz = [z/sqrt(1-z2)*(z)dz
mit g(z) = -sqrt(1-z2), g'(z) = z/sqrt(1-z2) und h(z)=z,h'(z) =1
fJg*h=g*h-  Jg*n
|zIsqrt(1-z2)*(z)dz = -sqrt(1-z2)*z - [-sqrt(1-z2)*1dz
Isqrt(1-z2)dz = arcsin(z) + sqrt(1-z2)*z - [sqrt(1-z2)*dz

2% [sqrt(1-z?)dz = arcsin(z) + sqrt(1-z2)*z
Isqrt(1-z2)dz = (1/2)*(arcsin(z) + sqrt(1-z2)*z)

Ruck-Substitution:
[(bla)*sqrt(a2-x?)dx = (a*b/2)*((arcsin(x/a)+(x/a)*s

Beispiel:

Alle Punkte einer Hyperbel in Hauptlage mit den H

erfullen die Gleichung b?*x2 - az*y2 = az*p2, Dar

explizite Hyperbelgleichung h(x) = (b/a)*sqrt(x2-a?)
Hier kann zur Integration der arcsin(z) nicht ver

dessen Argumente z zwischen -1 und +1 liegen, d.h

I(bra)*sqrt(xz-a2)dx = (b/a)* [a*sqrt((x/a)>-1)dx = b*
Substitution: Z = x/a, dz/dx = 1/a, dx = a*dz

b* [sqrt((x/a)?-1)dx = (a*b)* Isqrt(z>-1)dz
[sqrt(z2-1)dz =7

Substitution: sqrt(z2-1) = t-z, t = sqrt(z2-1)+z,

72-1 = t2-2*t*z+72, z = (1/2)*(t+1/t), dz/dt = (1
sqri(zz-1) = t-z = t-(1/2)*(t+1/t) = (1/2)*(t-1/t
Isqrt(zz-1)dz = [(2)*(t-1/t)*(1/2)*(1-1/2)dt = (1/4)*

qrt(1-(x/a)?)

albachsen aund b
aus folgt dann die

mit X >= a.
wendet werden, weil
. Z <=1 sein muss.

Isqrt((x/a)z-1)dx

12)¥(1-1/82)

[(t-2/t+1/t3)dt

Isqrt(zz-1)dz = (1/4)* [(t-2/t+1/13)dt = (1/4)(t2/2-2*In(t)+1/(2*2))

Isqrt(zz-1)dz = (1/8)*(t-4*In(t)+1/t?)

Ergebnis:
[(bla)*sqrt(xz-a2)dx = (a*b/8)*(t2-4*In(t)+1/t2)
mit t = (1/a)*(sqrt(x*-a?)+x)
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Teilbruchzerlegung

Eine rationale Funktion f(x) besteht aus einem Za hlerpolynom
und aus einem Nennerpolynom. Wir dividieren nun, so dass

der Grad des Zahlerpolynoms g(x) kleiner als der Grad des
Nennerpolynoms h(x) wird: f(x) = g(x)/h(x). Das N ennerpolynom

soll dabei nur reelle Nullstellen aufweisen.

Teilbruchzerlegung - Variante A

Das Nennerpolynom h(x) hat nur einfach zahlende N ullstellen.
d.h. es gilt: h(x) = k*(x-al)*(x-a2)*......* (x-aN) , wobei N
der Grad von h(x) ist (Fundamentalsatz der Algebr a). Gelingt
es, alle Nullstellen von h(x) zu ermitteln, kann die Funktion
f(xX) = g(xX)/h(x) in eine Summe von einfachen Teil briichen zer-
legt werden: g(X)/h(x) = k1/(x-al) + k2/(x-a2) +...+ kN/(x-aN)
Multipliziert man die Gleichung mit h(x) und verg leicht die
Koeffizienten gleich hoher Potenzen auf den beide n Seiten
der Gleichung, dann kann man k1, k2, k3 ....., kN berechnen.
Nach der Integration der einzelnen Teilbriiche erh alt man:
[ g(x)/h(x)dx = k1*In(x-al)+k2*In(x-a2)+ ... +kN*In(x -aN).
Beispiel: J(x+5)/(x2+x-2)dx = ?
Die Auflésung der quadratischen Gleichung x2+x-2 = 0 ergibt
zwei einfach zahlende, reelle Nullstellen al = 1 und a2 = -2.

Es gilt nun folgende Zerlegung:
(x+5)/(x2+x-2) = k1/(x-1) + k2/(x+2).

Multiplikation mit dem Nenner N = (x2+x-2) = (x-1 )*(x+2):
X+5 = K1*(x+2) + k2*(x-1)
x+5 = (k1+k2)*x + (2*k1-k2)

Koeffizientenvergleich auf den beiden Gleichungss eiten:
1 = (k1+k2) und 5 = (2*k1-k2).
Daraus kann k1 = 2 und k2 = -1 bestimmt werden.
[((x+5)/(x2+x-2))dx = 2* Jdx/(x-1) - [dx/(x+2)
[(x+B)/(x2+x-2))dx = 2*In(x-1) - In(x+2) = In((x- 1)3/(x+2))

Teilbruchzerlegung - Variante B

Das Nennerpolynom h(x) hat mehrfach zéhlende Null stellen.
Wenn beispielsweise die Nullstelle al die Vielfac hheit 3 hat,
dann steht in der Zerlegung von h(x) der Faktor ( x-al)"3.
Dann muss der entsprechende Teilbruch k1/(x-a1)"3 ersetzt
werden durch k11/(x-al) + k12/(x-a1)"2 + k13/(x-a 1)"3. So
wie bei der Variante A kénnen auch hier die Konst anten dann

durch Koeffizientenvergleiche schrittweise ermitt elt werden.
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Flache unter der Ellipse

10
Alle Punkte einer Ellipse mit den Halbachsen a und b
erflllen die Gleichung b**x* + a**y? = g**b? Daraus folgt
y = e(x) = (b/a) * sqgrt(a® - x*). Mit Hilfg einer entsprechenden
Substitution und partieller Integration wird die Stammfunktion
J(x) ermittelt: J(x) = (a*bh)/2 * (arcsin(x/a) + (x/a)*sqgrt(1-(x/a)?)).
———
10 I | r 10
Ellipse:a=6,b=4
Grenzen: |=3,r=5
Flache: F(3;5) = 5.87
r|
Fl(l:r) = |f(x)dx = JlE)=d(1l])] = 5.87
1]
-10
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Flache unter der Hyperbel

Alle Punkte ®iner Hyperbel mit den Hal
erflllen die Glgichung b**x* - a**y* = a
y = h(x) = (b/a) ¥ sqrt(x* - a*). Mit Hilfe
Substitution t=(WNa) * (sgrt(x* - a*) +
funktion J(x) ermittel}: J(x) = (a*b)/8 *

L;IO
achsenaund b
*b?. Daraus folgt

-10

Hyperbel:a=2,b=3
Grenzen: |=3,r=5
Flache: F(3:5) = 10434

einer entsprechende
x) wird die Stamms-
(12 - 4%In(t) + 1/t*).
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Flache unter der Parabel

Alle Punkte einer Parabel mit dem Par

die Gleichung y* = 2*p*x. Daraus folgt

10

ameter p erflllen
explizit: y = sqrt(2*p*x).

Integrieren liefert die Stammfunktion J(x) = (2/3)*sqrt(2*p*x>).

/

/

-10

Parabel: p = 2
Grenzen: |=3,r=5
Flache: F(3;5) =7.98

r|
| £ (x)dx
1)

F(l;r)

J(

r)y—-J(1)

e |

7:.98

-10
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