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Allgemeine Definition von Funktionen

Eine Funktion f ist eine eindeutige Zuordnung von Elementen y
einer Wertemenge W zu Elementen x einer Definitionsmenge D.
Jedem Argument x ist genau ein Funktionswert y zugeordnet.
Die Zuordnung ist festgelegt durch eine Zuordnungsvorschrift,
meistens in Form einer Gleichung y = f(x). Man sagt "f von x".

Beispiel: D = reelle Zahlen R, W =R, y = f(x) = 2*x.
Jeder reellen Zahl x wird ihr doppelter Wert zugeordnet.
z.B.f(-3) =-6, f(0)=0, f(4.5) =9, usw.

Beispiel: D = positive Zahlen R+, W = R+, y = f(x) = sqrt(x).
Jeder positiven reellen Zahl x wird ihre Wurzel zugeordnet.
Wiirden wir alle reellen Zahlen als Wertemenge W zulassen,
dann wére diese Zuordnung zweideutig, weil (+y)* = (-y)? ist.
z.B.f(1) = +1, f(2) = +1.41..., f(9) = +3, usw.

Zwei elementare Funktionen:

D=R, W=R, y=f(x) =c. Konstante Funktion y = c(x).
Hier wird jedem Argument x eine feste Zahl c zugeordnet.

D=R, W=R, y=f(x) =x. Identische Funktiony = i(x).
Hier wird jedes Argument x auf sich selbst abgebildet.
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Grafische Darstellung von Funktionen.

20

Beispiel: y =%"2/10 mit D =[-20,+20],|W = R.

P(8/6.40)

0
x=8

y = f(8) = 6.40

Berechnet man zu den Argumenten x aus D die zugeordneten

Funktionswerte y = x*2/10 und zeichnet

die Punkte P(x/y) in

ein kartesisches Koordinatensystem in|der Ebene, dann erhalt

man das grafische Schaubild der Funkti

on.

-20
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Zusammensetzung von Funktionen

Gegeben sind Funktionen auf der gleichen Definitionsmenge.
Erzeugt man eine neue Funktion, indem man die gegebenen
Funktionen addiert, subtrahiert, multipliziert oder dividiert,
dann spricht man von einer zusammengesetzten Funktion.
Beispielsweise h(x) = f(x) + g(x).

Verkettung von Funktionen

Gegeben sind zwei Funktionen f und g in der Weise, dass
die Wertemenge der ersten Funktion in der Definitionsmenge
der zweiten Funktion liegt. Wird der Funktionswert von f zum
Argument von g, dann erhélt man eine verkettete Funktion.
h(x) = g(f(x)) mit f als "innerer" und g als "auBerer" Funktion.

Umkehrung von Funktionen

Wenn eine gegebene Funktion y = f(x) eineindeutig ist, d.h.
jedem Funktionswert y entspricht genau ein Argument x,
dann existiert eine Funktion x = g(y) in der Weise, dass die
Verkettung g(f(x)) = i(x) die identische Funktion ist. Diese
Funktion g heilit Umkehrfunktion von f. Beispielsweise ist
x = y/2 die Umkehrfunktion von y = 2*x, weil (2*x)/2 = x ist.
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Definitionsmenge und Wertemenge seien immer die reellen Zahlen.
Beispiel einer Zusammensetzung von Funktionen:

fy=1f(x)=x"2
g:y=g(x) =3"x-1
h:y = h(x) = f(x) + g(x) = x*2 + 3*x - 1

Beispiel einer VVerkettung von Funktionen:

f:y=f(x)=x"2

g:y=g(x) =3"x-1

h:y = h(x) = g(f(x)) = 3*x*2 - 1

Der Funktionswert von f wird zum Argument von g.

Beispiel einer Umkehrung von Funktionen:

fy=f(x) =x"2

9:x = g(y) = sqr(y)

Namenstausch von x und y:

9:y = 9(x) = sqrt(x)

Verkettung g(f(x)) = sqrt(x"2) = x = i(x)

Die Verkettung einer Funktion f mit ihrer Umkehrfunktion g ergibt
immer die identische Funktion.
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y = f(x) = x*2
Yy=X
y = g(x) = sqrt(x)
B 4 .

Funktion f und Umkehrfunktion g liegen spiegelbildlich zur Geraden y = x.

/ :
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Klassifizierung der Funktionen:
Lineare Funktionen: y = k*x + d mit konstanten k und d aus R.

Potenzfunktionen: y = k*x*n mit Hochzahlen n aus N.

Polynomfunktionen mit reellen Koeffizienten a(0), a(1), . . ., a(n):

y =a(n)*x*n + a(n-1)"x"n-1) + ... + a(2)*x"2 + a(1)*x + a(0).
Die gréRte Hochzahl n aus N heil3t der Grad des Polynoms.

Rationale Funktionen als Quotient zweier Polynomfunktionen
h(x) = f(x) / g(x), wobei h(x) in den Nullstellen des Nennner-
polynoms g(x) nicht definiert oder Unendlich ist. Man spricht
dann von Liicken oder Polstellen der Funktion.

Rationale Funktionen kann man sich als Zusammensetzung
aus der konstanten und der identischen Funktion vorstellen.

Wourzelfunktionen y = x*(1/n) mit Hochzahlen n aus N.
Sie sind die Umkehrungen der Potenzfunktionen y = x*n.

Trigonometrische- und Arcus-Funktionen.
Exponential- und Logarithmus-Funktionen.
Weitere besondere Funktionen.
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Darstellung v erschiedener Funktionen

F(X)=3

10

konstante Funktion

F(X)=x

-10

identische Funktion

-10

F(xX)=3
Wertetabelle
X y=F(X)
-5 3
-4 3
-3 3
-2 3
-1 3
0O 3
1 3
2 3
3 3
4 3
5 3
F(x) = x
Wertetabelle
X y=F(x)
-5 -5
-4 -4
-3 -3
-2 -2
-1 -1
0O O
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
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F(X)=2"x+3 F(x) = 2*x + 3

X y=F(x)

0 ) 70

GOORrWNRFRPORFRLNWRO

el
SRo~owek

lineare Funktion

-10

FX)=x"2 F(X) = x2

X y=F(x)

Potenzfunktion

-10
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7
F(X)=x"3-2"x"2-3"x+4 F)=x"3 - 2"x"2 - 3*x+4
Wertetabelle
X y=F(x)
-5 -96
-4 -40
-3 -8
-2 6
-1 8
3 d 0 4
1 O
2 2
3 16
4 38
5 104
Polynomfunktion dritten Grades
-7
F(x) = 1/x
F(X)=1Ix () ______
Wertetabelle
X y=F(x)
-5 -0.20
-4 -0.25
-3 -0.33
-2 -0.50
-1 -1.00
/S 7 0 undefiniert
1 1
2 0.50
3 0.33
4 0.25
5 0.20

-7

ratiunalT Funktion
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7
F(x) = 1/x"2
F=tix*2 1 1 -
Wertetabelle
X y=F(x)
-5 0.04
-4 0.06
-3 011
-2 0.25
-1 1.00
= g 5 7 0 undefiniert
1 1.00
2 0.25
3 011
4 0.06
5 0.04
rationale Funktion
7
& F(X)=(x"2 -3*x)/(x -5)
F(X)=(x*23"x) | (x-5)
Wertetabelle
X y=F(x)
-7 -5.83
-6 -491
-5 -4.00
-4 -3.11
-3 -2.25
i -2 -1.43
-40 1 40 - 1 - 067
0 0.00
1 0.50
2 0.67
3 0.00
4 -4.00
5 undefiniert
6 18.00
7 14.00
rationale Funktion
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F(X)=sqrt(x)

irrationale Funktion (Wurzelfunktion)

-

F(X)=sqrt(25-x"2)

irrationale Funkt

on (Kreisfunktion)

-

F(x) = sqrt(x)

Wetetabelle

X y=F(X)
-5 undefiniert
-4  undefiniert
-3 undefiniert
-2 undefiniert
-1 undefiniert

0 0.00

1 1.00

2 14

3 1.73

4 2.00

5 224

F(X)=sqgrt (25 - x"2)

Wertetabelle
X y
-7 undefiniert
-6 undefiniert
-5 0.00
-4 3.00
-3 4.00
-2 458
-1 4.90
0 5.00
1 4.90
2 458
3 4.00
4 3.00
5 0.00
6 undefiniert
7 undefiniert
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Exponential - und Logarithmus -Funktion en

Exponential- und Logarithmus-Funktion

Ist in einer Potenz die Grundzahl (Basis) a eine feste reelle,
positive Zahl und die Hochzahl (Exponent) x eine beliebig ver-
dénderliche reelle Zahl, dann heif3t die entstehende Funktion

y = a*x eine Exponentialfunktion. Ein besonderer Fall ist die
natiirliche Exponentialfunktion, deren Basis die Eulersche
Zahl e ist: y=eMx = exp(x) mit e=2.718...

Der Logarithmus ¢ ist jene Hochzahl mit der man eine Basis a
potenzieren muss, um eine gegebene Zahl b zu erhalten, d.h.
wenn b = a*c, dann schreibt man c = ajlog(b) und sagt dazu:
"c ist der Logarithmus von b zur Basis a".

3llog(81) = 4, weil 374 = 81
10]log(100) = 2, weil 10~(2) = 100
10]l0g(0.01) = -2, weil 10~(-2) = 1/100 = 0.01

Wird die Potenz b als Variable x genommen, erhilt man eine
Logarithmusfunktion y = ajlog(x) mit x = a*y = a*(al]log(x)). So
ist der Logarithmus die Umkehrung der Exponentialfunktion.
Bei a= e spricht man vom natiirlichen Logarithmus y = In(x).
Bei a = 10 spricht man vom dekadischen Logarithmus y = Ig(x).
Alle Logarithmen sind nur fir positive reelle Zahlen definiert.
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Rechnen mit Logarithmen

Weil Logarithmen nichts anderes als Hochzahlen sind, gelten auf
Grund der Potenzregeln folgende logarithmische Rechenregeln:

Es sind x = a*r und y=a"s, d.h. r=log(x) und s =log(y).

Es gilt: log(x * y) = log(x) + log(y), weil x *y=a’*r*a*s=a”(r +s).
Es gilt: log(x /v)=log(x) - log(y), weil x/y=a*r/a’rs=a’r-s).
Es gilt: log(x*n)=n * log(x), weil x*n=(a*r)*n=a%n"r).

Beispiel: Zusammenfassen von Logarithmen mit gleicher Basis

2*log(5) + 3*log(a) - (log(b) + log(c))/2 =
log(25) + log(a®) - log(b*c)/2 =

log(25*a®) - log(sqrt(b*c)) =

log(25*a® f sqrt(b*c))

Beispiel: Umwandeln von Logarithmen mit verschiedener Basis

bjlog(x) / bllog(a) = a|log(x)

Beweis: x = a®(a|log(x)), beidseitiges Logarithmieren ergibt
bllog(x) = bllog(a*(a]log(x))) = ajlog(x) * bllog(a)

bllog(x) / bjlog(a) = a|log(x)
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Logarithmus-Gleichungen

Gleichungen, bei denen die Unbekannte x im Logarithmus
vorkommt, nennt man Logarithmusgleichungen. Diese kéinnen
mit Hilfe der logarithmischen Rechenregeln geldst werden.

Beispiel: In(3)+In(x +4) -In(2*x -8) = 1
In(3*(x+4)/(2*x -8) ) = In(e)

I x+4)/(2*'x -8)= e

Ix+12 = 2%e*x -8B

(3-2%)'x = -B*e -12

X = (B*e+12)/(2*e -3) = 13.85

Probe: In(3.00) + In(17.85) -In(19.70) = 1

Exponential-Gleichungen

Gleichungen, bei denen die Unbekannte x im Exponenten
vorkommt, nennt man Exponentialgleichungen. Diese kdnnen
durch beidseitiges Logarithmieren geldst werden.

Beispiel: 3M2*x+1) =5

(2*x+1)*In(3) = In(5)

2°%x+1 =1In(5) / In(3) = 1.46

Daraus folgt x =0.23, und die Probe ergibt 30.46=5
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MNatiirliche Exponentialfunktion y = e?x =g

mit Basis e = 2.71828183...
Allgemeine Exponentialfunktion y = a*x
mit Basis a> 0

Exponentialfunktion y=e”x
Exponentialfunktion y=10"x
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B
Natlirliche Logarithmusfunktion y = In(x) + e|log(x)
mit Basis e = 2.71828183...
Logarithmusfunktion y = ajlog(x)
mit Basis a> 0

y = In(x)

v = 10]log(x)

Logarithmusfunktion vy = In(x)
Logarithmusfunktion y = 10|log(x)
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Natiirliche Exponentialfunktion y = e*x = exp(x
mit Basis e = 2.71828183...
Logarithmusfunktion y = ajlog(x)

mit Basisa> 0
y=10"x

/ y =10]log(x)

Exponentialfunktion y=10"x
Logarithmiusfunktion vy = 10]log(x)

Ewlersche Zahl e = 2.71828183...
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Ungebremste Wachstums prozesse
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Gebremste Wachstums prozesse
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Drei Beispiele
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Definition von Folgen
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Grenzwert und Konvergenz
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Rechenregeln flr Grenzwerte
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Acht Beispiele von Folgen
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Folgen und Reihen
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Funf Beispi ele von geometrischen Reihen
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Intervallschachtelungen
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Stetigkeit von Funktionen
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Definition des Differenz

lalquotienten
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Zwei Beispiele von Ableitungsfunktionen f'(x)
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Einfache Ableitungsregeln
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Ableitung der LOGARITHMUS -Funktion
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Ableitung der SINUS -Funktion
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Tangente in einem Kurvenpunkt

Gegeben ist die Kreisfunktion y = f(x) = sqrt(r*2 -x"2) mit dem Radius r = 3.
Gesucht ist die Tangente im Kreispunkt T(2/y).

f(x) = sQri(9-x"2) = (9-x*2)(1/2)
F(x) =(1/2)*(9-x"2)(-1/2)*(-2*x) = - X / Sqrt(9-x"2)

Tangentengleichung im BerUhrpunkt T(a/f(a)): y = f'(a)*x + (f(a)-f"(a)*a)

f(2) = sqrt(9-4) = sqrt(5) = 2.24
f(2) =-2/sqgrt(5) =-0.89

Berthrpunkt T(2/2.24)
Tangentengleichung in T:y = -0.89*x + 4.02
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Kurvendiskussion — Theorie
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Kurvendiskussion — Praxis

Gegeben ist eine Polynomfunktion dritten Grades:
y =f(X) = x"3 - 2*x"2 - 3*x + 4

Fur die Nullstellen gilt: f(x) = 0.

An Hand des Schaubildes der Funktion und durch Ausprobieren erhéalt
man die Nullstelle xo = 1. Daher muss (x — 1) die Polynomfunktion f(x)
teilen, d.h. (X3 — 2*x"2 — 3*x + 4) : (x — 1) = X2 — x — 4. Die restlichen
zwei Nullstellen sind Lésungen der quadratischen Gleichung x"2 — x — 4.
x1= (1 +sqrt(17))/ 2=2.56 und x,=(1-sqrt(17))/ 2 =-1.56.
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Gegeben ist eine Polynomfunktion dritten Grades:
y =f(X) = x"3 - 2*x"2 - 3*x + 4

Fir die Extremstellen gilt: f'(x) = 0
FUr Hochpunkte gilt zusatzlich: f7(x) <0
Fur Tiefpunkte gilt zusatzlich: f7(x) > 0

f(X) = x"3 - 2*x"2 - 3*x + 4
f(x)=3*"2-4*x-3
f"xX)=6*x—4

f7(x)=6

f(x)=3*x2-4*x-3=0
X1 = (4 +sqrt(52)) /6 = 1.87, f7(1.87)=7.22 > 0, Tiefpunkt T(1.87/-2.06)
X2 = (4 —sqgrt(52)) / 6 = -0.54, f7(-0.54) = - 7.24 < 0, Hochpunkt H(-0.54/4.88)
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Gegeben ist eine Polynomfunktion dritten Grades:
y =f(x) =x"3 - 2*x"2 - 3*x + 4

Fir die Wendestellen gilt: " (x) =0

f(X) = x"3 = 2*x"2 - 3*x + 4
f(x) = 3*x"2-4*x -3
f"X)=6*x—-4

f"(x)=6

f"X)=6*x—-4=0

x = 2/3 =0.67, Wendestelle W(0.67/1.39)

Wendetangente: y = f'(a)*x + (f(a)-f'(a)*a) mita = 0.67
y=-4.33*x + 4.30
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As ymptoten einer Kurve
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Extremwertaufgaben



Herbert Pauker Schulmathematik, Band 4

89




90

Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 4




Herbert Pauker Schulmathematik, Band 4

91




92

Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 4




Herbert Pauker Schulmathematik, Band 4

93

WIRTSCHAFTLICHES RECHNEN

Betriebswirtschaftliche Funktionen [ 094 ]
Formeln zur Kosten - und Preistheorie | 100 ]
Zwei Aufgaben zum Uben [ 101 ]
Zwanzig weitere Ubungsaufgaben [ 104 ]

Grundbegriff e der Input - /Output - Analyse | 109 ]



94 Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 4

Betriebswirtschaftliche Funktionen
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(Il1) Nachfragefunktion und Preiselastizitat

Die Nachfragefunktion x = n(p) zeigt den Zusammenhang zwischen der Nachfrage
nach der Menge x eines Produktes und dem Preis p des Produktes. Normalerweise
sinkt die Nachfrage bei steigenden Preisen.

Gemal ihrer Definition ist die Nachfragefunktion die Umkehrung (Inversion) der Preis-
Funktion p = p(x) = n "}(p). Achtung: In der Literatur wird oftmals die Preisfunktion auch
als Nachfragefunktion bezeichnet !!!

Der Cournotsche Punkt C ist jener Punkt, den die Preisfunktion p(x) (d.h. die inverse
Nachfragefunktion) an der Stelle des Gewinnmaximums Xyax erreicht. Dieser Punkt
C(xmax/p(xmax) kennzeichnet die gewinnmaximale Absatzmenge und den zugehdrigen
gewinnmaximalen Preis. Die Berechnung erfolgt in mehreren Schritten:

Erlésfunktion  E(X) = p(x) * x
Kostenfunktion K(x)
Gewinnfunktion G(x) = E(x) — K(x)
G,(XMAx) =0 mit G”(XMA)() <0

Die Preiselastizitat e(x,p) ist das Verhaltnis der relativen Mengenanderung dx zur
relativen Preis&nderung dp. Sie gibt also an, um wie viele Prozent sich die Menge
andert, wenn sich der Preis um 1% andert. FUr die Elastizitatsfunktion gilt dann:

e(x,p) = (dx/x)/(dp/p) = (dx/dp) *(p/x) = n'(p)*p/x

Dabei ist x = n(p) die bekannte Nachfragefunktion. Ist beispielsweise x = 1/p, dann
ist e(x,p) = (-1)/(p3) * p2 = (-1). Diese Preiselastizitat heif3t ,indirekt proportional” oder
auch ,isoelastisch®, weil die Nachfrage um den gleichen Prozentsatz fallt, um den
der Preis steigt.

Bei e(x,p) = 0 erfolgt keine Reaktion der Nachfrage auf Preisdnderungen, beispiels-
weise bei lebenswichtigen Medikamenten.

Bei e(y,x) > 1 bewirken hohere Preise eine tUberproportional grol3ere Nachfrage.
Diese atypische Form findet man bei sehr exklusiven Luxusartikeln oder auch bei
Hamsterkaufen.
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Wichtige Formeln der Kosten

- und Preistheorie

(=Verkaufspreis im Grenzbetrieb)

Kostenfunktion K(x)

Fixkosten Kr = K(0)
variable Kosten Kvar(X) = K(X) - K¢
Grenzkosten K'(x)
degressive Kosten K'(x) <0
progressive Kosten K"(x) >0
Kostenkehre K'x)=0
(Minimum der Grenzkosten)

Stuckkostenfunktion Ks(X) = K(x) / x
Betriebsoptimum K's(Xopt) = 0
(Minimum der Stuckkosten)

LPU, langfristige Preisuntergrenze Ks(Xopt)

variable Stiickkosten

Ks,var(x) = Kvar(X) / X

Betriebsminimum
(Minimum der variablen Stiickkosten)

Kls,var(xmin) =0

KPU, kurzfristige Preisuntergrenze

Ks,var(xmin)

Preisfunktion (Nachfragefunktion)

p(x), bei Polypol konstanter Preis p

Hochstpreis

Pmax = P(0)

Sattigungsmenge p(xs) =0

Erlosfunktion (Umsatzfunktion) E(X) = p(x)-x, bei Polypol E(x) = p* x
Gewinnfunktion G(x) = E(x) - K(x)

Gewinngrenzen G(x)=0

(Gewinnschwelle und Gewinnobergrenze)

Gewinnmaximum G'(Xmax) = 0

Cournot'scher Punkt

C( Xmax ; P(Xmax) )

Monopolisten und Polypolisten

Bestimmt nur eine Produktionsfirma den Warenpreis am Markt (Monopolist ), dann
kann diese Firma den Preis p = p(x) variabel gestalten und damit Gewinnmaximierung
betreiben. Existieren am Markt mehrere Produktionsfirmen (Polypolisten ), so wird
der Warenpreis p als konstant angesehen, und die Gewinnmaximierung kann nur Uber

die Absatzmenge x erfolgen.
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Aufgabe 1: Polypolistische Konkurrenz

Zur Berechnung einer Kostenfunktion dritten Grades fir ein bestimmtes Produkt
stehen einem Betrieb folgende Werte zur Verfligung:

x die Fixkosten betragen 300 GE

x die Kostenkehre liegt bei x = 6 ME

x das Betriebsoptimum liegt bei Xopt = 10 ME

x der Verkaufspreis im Grenzbetrieb ist p = 80 GE/ME

a) Ermitteln Sie die Kostenfunktion.

Fuhren Sie alle weiteren Berechnungen mit folgender Kostenfunktion durch:
K(x) = 1.5x%-27x% + 170x + 300

b) Wann wird der Betrieb zum Minimalbetrieb ?

c) Wie lautet die Gewinnfunktion bei einem Marktpreis von p = 280 GE/ME ?
Bei welcher Menge x macht man maximalen Gewinn und wie hoch ist er ?
Wo liegen die Gewinngrenzen ?

d) Stellen Sie die Kostenfunktion und die Erlésfunktion graphisch dar und
zeichnen Sie die gegebenen und die berechneten Werte ein:
Intervall: [0;24]
Malflistab: x-Achse: 1cm = 2 ME; y-Achse: 1 cm = 1.000 GE
Zeichengenauigkeit: 1cm

Losung von Aufgabe 1

Alle relevanten Funktionen und deren Ableitungen
mit unbekannten Koeffizienten a, b, ¢, d anschreiben.

K(x) = ax®+ bx2 + cx+d (Kostenfunktion)
K'(x) = 3ax2+ 2bx + c
K”(x) = 6ax + 2b

Ks(X) = ax2 + bx + ¢ + d/x (Stlickkostenfunktion)
K's(x) = 2ax + b — d/x2

Kvar(X) = ax® + bx2 + cx (Variable Kostenfunktion)

Ksvar(X) = ax?2 + bx + ¢ (Variable Stuckkostenfunktion)
K'svar(X) = 2ax+ b
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(@) Ermittlung der Kostenfunktion K(x):

(1) K(0)=d =300

(2) K'(6)=36a+2b=0
18a+b=0

() K's(Xopt) = 2aXopt + b — d/Xopt?2 = 0, Xopt = 10
20a+b-3=0
20a+b=3

(4) Ks(Xopt) = @ Xopt? + bXopt + € + 30 = 80, Xept = 10
100a + 10b + ¢ =50

Aus (2) folgt: b = -18a, Einsetzen in (3) ergibt: 20a—-18a=2a=3, a=1.5,b=-27
Einsetzen in (4) ergibt: 150 — 270 + ¢ =50, ¢ = 170

(@) K(x)= 1.5x3 —27x2+ 170x + 300, Kostenfunktion

(b) K,s,var (Xmin) = 3Xmin — 27 =0, Xmin =9
Ksvar(9) = 1.5*81 -27*9 + 170 = 48.5 GE/ME, Minimalbetrieb

(c) E(x) = 280x, Erldsfunktion
G(x) = E(x) — K(x) = -1.5x3 + 27x2 + 110x — 300, Gewinnfunktion
G'(x) =-4.5x2+54x +110=0
X = 54/9 + sqrt(2916+18*110)/9 = 6 + sqrt(4896)/9 = 6 + 7.7746 = 13.7746
Xmax = 13.7746 ME
G(Xmax) = G(13.7746) = -3920.38 + 5122.97 + 1515.21 — 300 = 2417.80 GE
Der maximale Gewinn wird bei 13.77 ME erzielt und betragt 2417.80 GE.
G(x) =-1.5x3+ 27x2+ 110x— 300 =0
x3—18x2—-73.33x +200=0
Schranke fur die reellen Nullstellen = Maximum{18, 73.33, 200} + 1 = 201
Ermittlung der positiven Nullstellen mittels Intervallschachtelung in [0; 201].
Untere Gewinngrenze x1 = 1.92 ME, obere Gewinngrenze x2 = 21.03 ME.

(d) Kosten-, Erlés- und Gewinnfunktion:
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Aufgabe 2. Monopolist ischer Betrieb

Ein monopolistischer Anbieter erreicht bei einer Absatzmenge von 25 ME
einen Preis von 297.50 GE/ME. Beim Verkaufspreis von 254 GE/ME steigt
die Nachfrage auf 40 ME und bei der Absatzmenge von 15 ME erzielt er
einen Erlés von 4 747.50 GE.

Bei Stillstand der Produktion betragen die Gesamtkosten 400 GE und die
Grenzkosten 198 GE. Die Kostenkehre liegt bei 2.50 ME und die Grenzkosten
betragen dort 197.25 GE.

a) Bestimmen Sie die Kostenfunktion dritten Grades K(x) und
die quadratische Nachfragefunktion bzw. Preisfunktion p(x).

Fuhren Sie alle weiteren Berechnungen mit folgenden Funktionen durch:
K(x) = 0.04x3—0.3x* +198x + 400
p(x) = -0.04x*—0.3x + 330

b) Geben Sie Hochstpreis und Sattigungsmenge an.

c) Berechnen Sie das Betriebsoptimum.
Welcher Preis macht den Betrieb zum Grenzbetrieb?
Wo liegt die kurzfristige Preisuntergrenze?

d) Geben Sie die Koordinaten des Cournotschen Punktes an.

e) Stellen Sie die Kosten- und Erlésfunktion im Intervall [0;45] dar und
zeichnen Sie die charakteristischen Punkte ein.

Losungen:

b) Pmax = p(0) = 330 GE/ME
p(xs) =0, xs = 87.16 ME

c) Ks(X) = 0.04x2 — 0.3x + 198 + 400/x
K's(x) = 0.08x — 0.3 — 400/x?
K,s(XOp[) = o, Xop[ = 1845 ME, p = KS(XODI) = 22776 GE/ME,

Kvar(X) = 0.04x3 — 0.3x2 + 198x

Ksvar(X) = 0.04x2 — 0.3x + 198

K'svar(X) = 0.08x - 0.3

K svar(Xmin) = 0, Xmin = 3.75 ME, KPU = Kgyar (Xmin) = 197.44 GE/ME

d) G(xX) = E(xX) — K(X) = p(x)*x —K(x) = -0.08x3 + 132x — 400
G'(x) =-0.24x2 + 132

Xmax = 23.45 ME, p(Xmax) = 300.97, Cournotscher Punkt: C(23.45 ; 300.97)
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20 weitere Aufgaben zur Kosten - und Preistheorie

Die Mengenangaben (Betriebsoptimum, gewinnmaximierende Menge) sind
immer auf ganze ME zu runden.

(1) Ermittle die Gleichung der linearen Betriebskostenfunktion!

(a) Die Fixkosten betragen 300 GE, die variablen Kosten 1,2 GE/ME.

(b) Die Fixkosten betragen 500 GE, die Kosten fur 300 ME betragen 1250 GE.
(c) Die Kosten fur 100 ME betragen 1000 GE, fur 500 ME 1800 GE.

(2) Die Fixkosten eines Betriebes betragen 250 GE. Bei der Produktion von 200 ME
sind die Stuickkosten 2,75 GE/ME. Ermittle die lineare Kostenfunktion und die Sttick-
kostenfunktion. Ab welcher Menge werden die Stiickkosten kleiner als 2 GE/ME?
Kdnnen sie auch kleiner als 1 GE/ME werden?

(3) Ermittle fir die folgenden Kostenfunktionen die Stiickkostenfunktion und die
minimalen Stlickkosten.

(@) K(x)=0,1x2+2x + 40

(b) K(x) =0,05x2+ 1,6x + 28,8

(c) K(x)=0,03x2+0,5x+ 50

(d) K(x)=0,01x2+ 0,25x + 72

(4) Ermittle die Gleichung der quadratischen Betriebskostenfunktion, berechne das
Betriebsoptimum und den kostendeckenden Preis.

(a) Die Fixkosten betragen 250 GE, die Kosten fur 100 ME 760 GE und fur 500 ME
3000 GE.

(b) Die Fixkosten betragen 800 GE, die Kosten fur 200 ME 2100 GE und fir 400 ME
3600 GE.

(c) Bei 10 ME betragen die Gesamtkosten 860 GE, bei 20 ME betragen sie 940 GE,
und bei 30 ME betragen sie 1040 GE.

(d) Die Fixkosten betragen 1000 GE. Bei 400 ME sind die Gesamtkosten 25000 GE
und die Grenzkosten 100 GE/ME.

(e) Die Fixkosten betragen 1120 GE. Bei Produktionsstillstand (x = 0) fallen keine
Grenzkosten an, bei der Produktion von 1000 ME betragen sie 10 GE/ME.

(5) Ermittle die Gleichung der Betriebskostenfunktion, wenn die Grenzkostenfunktion
bekannt ist. Berechne das Betriebsoptimum und den kostendeckenden Preis.

(a) K'(x) =0,04x + 80, Fixkosten: 800 GE

(b) K'(x) =0,01x + 12, K(1000) = 18800

(6) Die Kostenfunktion eines Betriebs ist bekannt. Berechne die Kostenkehre, das
Betriebsoptimum (mittels Intervallschachtelung) und das Betriebsminimum sowie
die langfristige und kurzfristige Preisuntergrenze.

(@) K(x)=0,05x3-0,3x2+ 5x + 30

(b) K(x)=0,02x3-3x2+ 180 x + 1000

(c) K(x) =0,001x3-0,75x2+ 200x + 11000

(d) K(x)=0,002x3-0,15x2+ 6,5x + 250
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(7) Eine Betriebskostenfunktion lautet K(x) = 0,01x3 - 0,3x2 + 10x + 17000. Zeige
dass das Betriebsoptimum bei 100 ME liegt. Berechne auch die Kostenkehre
und das Betriebsminimum.

(8) Ermittle die Kostenfunktion (Funktion 3. Grades):

(@) Die Fixkosten betragen 1000 GE. Die Kostenkehre liegt bei 50 ME;
bei dieser Produktionsmenge betragen die Grenzkosten 30 GE/ME und
die Gesamtkosten 5000 GE.

(b) Bei Produktionsstillstand betragen die Kosten 200 GE und die Grenz-
kosten 6 GE/ME. Bei einer Produktionsmenge von 10 ME ergeben sich
Betriebskosten von 230 GE und Grenzkosten von 1 GE/ME.

(c) Die Kostenkehre liegt bei 10 ME; bei dieser Menge betragen die Stick-
kosten 375 GE/ME. Bei einer Produktionsmenge von 40 ME betragen die
Stiickkosten 150 GE/ME und die Grenzkosten 120 GE/ME.

(d) Die Fixkosten betragen 9450 GE. Die Kostenkehre liegt bei 30 ME, dabei
betragen die Grenzkosten 2,4 GE/ME. Das Betriebsoptimum liegt bei 150 ME.

(9) Die Grenzkostenfunktion eines Betriebs lautet K'(x) = 0,003x2 - 0,4x + 180,
die Fixkosten betragen 36000 GE. Ermittle die Betriebskostenfunktion, berechne
die Kostenkehre und zeige, dass das Betriebsoptimum bei 300 ME liegt.

(10) Gegeben ist die Kostenfunktion K(x) und der konstante Verkaufspreis p.
Berechne Gewinnschwelle, Gewinngrenze, gewinnmaximierende Menge und
den maximalen Gewinn!

(@) KxX)=0,1x2+2x+40;p=7

(b) K(x) =0,05x2+ 6x + 260; p =20

(c) K(x)=0,002x2+ 12x + 1280; p = 16

(d) K(x) =0,001x? + 2,6x +9000; p = 13,5

(e) K(x) =0,002x3 - 0,18x2 + 7,8x + 9450; p = 140 (Gewinnschwelle: 70 ME)
(H K(x) =0,001x3-0,75%x2 + 200x + 11000; p =130

(11) Ermittle die lineare Nachfragefunktion und die Erldsfunktion, berechne den
Hochstpreis, die Sattigungsmenge und die Menge, bei der der maximal Erlés
erzielt wird.

(@) Zum Preis von 40 GE/ME kdénnen 100 ME verkauft werden,
fur 20 GE/ME 200 ME.
(b) Zum Preis von 80 GE/ME kdénnen 1000 ME verkauft werden,
fir 30 GE/ME 1500 ME.
(¢) Zum Preis von 100 GE/ME kénnen 200 ME verkauft werden;
bei 600 ME ist der Markt gesattigt.
(d) Ab einem Preis von 25 GE/ME kann nichts mehr verkauft werden.
Wenn der Preis um 1 GE gesenkt wird, steigt die Nachfrage um 20 ME.

(12) Wie oben, fur eine quadratische Nachfragefunktion.

(@) Zum Preis von 72 GE/ME kénnen 40 ME verkauft werden, fir 112 GE/ME
20 ME und fur 135 GE/ME 10 ME.

(b) Zum Preis von 400 GE/ME kénnen 100 ME verkauft werden, fiir 160 GE/ME
300 ME und fur 70 GE/ME 400 ME.

(d) Der Hochstpreis betragt 24 GE/ME. Zum Preis von 18 GE/ME kénnen 20 ME
verkauft werden, fur 10,5 GE/ME 30 ME.
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(13) Gegeben ist die Kostenfunktion K(x) und die Nachfragefunktion p(x). Berechne
die Grenzen des Gewinnbereichs und den Cournot'schen Punkt.
(@) K(x)=0,1x2+ x + 150; p(x) =-0,2x + 19
(b) K(x) =0,04x2+ 10x + 900; p(x) = -0,08x + 76
(c) K(x)=0,02x2+ 0,1x + 72; p(x) = -0,012x + 4,9
(d) K(x) =0,01x2+ 14x + 6752; p(x) =-0,01x + 100

(14) Von einem Betrieb kennt man Kostenfunktion K(x) und Nachfragefunktion p(x).
Berechne die gewinnmaximierende Menge, den dazugehdérigen Preis und den
maximalen Gewinn.

(a) K(x)=0,01x3-0,4x2 + 6x + 200; p(x) =-0,1x + 15

(b) K(x) =0,002x3 - 0,15x2 + 6,5x + 250; p(x) = -0,05x + 20
(c) K(x) =0,05x3-3x2+ 50x + 120; p(x) = 0,1x2 - 7,5x + 125
(d) K(x)=0,02x3 - x2 + 24x + 180; p(x) = 40 - 0,016x2

(15) Die Kostenfunktion eines Betriebs lautet: K(x) = 5x + 500. Der Zusammen-
hang zwischen dem Verkaufspreis p und der Nachfrage x kann durch die
Gleichung 5x + 4p = 340 beschrieben werden. Ermittle die Grenzen des
Gewinnbereichs, den Cournot'schen Punkt und den maximalen Gewinn.

(16) Von einer quadratischen Kostenfunktion ist folgendes bekannt:
die Fixkosten betragen 400 GE, das Betriebsoptimum liegt bei 200 ME
und die minimalen Stiickkosten betragen 11 GE/ME.
Die Nachfragefunktion lautet: p(x) = 28 - 0,04x.
Ermittle die Betriebskostenfunktion, berechne die Gewinngrenzen und
den Cournot'schen Punkt.

(17) Die Fixkosten fur die Erzeugung eines Artikels betragen 8000 GE, die
Grenzkostenfunktion lautet K'(x) = 0,05x + 60. Die Nachfrage gehorcht der
Funktion p(x) = -0,045x + 270. Ermittle die Betriebskostenfunktion, de
Cournot'schen Punkt und den maximalen Gewinn.

(18) Die Nachfragefunktion fir einen Artikel lautet p(x) = 200 - 4x. Ein Monopolbetrieb
hat die Grenzkosten K'(x) = 0,3x2 - 4x + 25, die Gewinnschwelle liegt bei 10 ME.
Ermittle die Kostenfunktion, die Gewinngrenze, den Cournot'schen Punkt und
den maximalen Gewinn.

(19) Die Kostenfunktion eines Monopolbetriebs lautet: K(x) = 0,15x2 + 8x + 3600.
Von der Nachfragefunktion p(x) sind folgende Werte bekannt:

11 14 18 25 31
5 0 0 2 0
px) 75 73 70 67 65

Ermittle die Gleichung der Nachfragefunktion mittels linearer Regression.
(Runde a auf 2 Dezimalen und b auf Ganze.) Berechne die Grenzen des
Gewinnbereichs und den Cournot'schen Punkt.

X
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(20) In einem Geschaft werden jahrlich 36 Kihischranke eines bestimmten Typs
verkauft. Bei jeder Bestellung fallen Fixkosten von B = 100 GE an. Die Lager-
kosten betragen L = 200 GE pro Sttick und Jahr.

(a) Wie viele Geréate sollen bei einer Bestellung geordert werden, damit die
Gesamtkosten minimal werden?

(b) Wie andert sich das Ergebnis, wenn die Lagerkosten auf 450 GE steigen?

(c) Wie grol3 ist die optimale Bestellmenge, wenn die Fixkosten pro Bestellung
400 GE betragen?

(Anleitung: Wenn jeweils x Stiick bestellt werden, missen pro Jahr 36/x Bestellungen
getatigt werden, das ergibt B*36/x GE Fixkosten. Man kann annehmen, dass das Lager
im Durchschnitt halbvoll ist, die Lagerkosten betragen daher insgesamt L*x/2 GE.)

Anhang: Losungen zur Kosten - und Preistheorie

(1) a) K(x) = 1,2x + 300
b) K(x) = 2,5x + 500
¢) K(x) = 2x + 800

(2) K(x)=1,5x+ 250/500 / nein

(3) a) Ks(x) = 0,1x + 2 + 40/X; Xopt = 20; Ks(Xopt) = 6
b) Ks(x) = 0,05x + 1,6 + 28,8/X; Xopt = 24; Ks(Xopt) = 4
c) Ks(x) = 0,03x + 0,5 + 50/X; Xopt ~ 41; Ks(Xopt) = 2,95
d) Ks(x) = 0,01x + 0,25 + 72/X; Xopt ~85; Ks(Xopt) = 1,95

(4) a) K(x) = 0,001x2 + 5x + 250; Xopt = 500; Ks(Xopt) = 6
b) K(x) = 0,0025x2 + 6x + 800; Xopt = ~566; Ks(Xopt) = 8,83
c) K(x) = 0,1x2 + 5x + 800; Xopt ~ 89; Ks(Xopt) = 22,89
d) K(x) = 0,1x2 + 20x + 1000; Xopt = 100; Ks(Xopt) = 40
e) K(x) = 0,005x2 + 1120; Xopt ~ 473; Ks(Xopt) = 4,73

(5) a) K(x) = 0,02x2 + 80x + 800; Xopt = 200; Ks(Xopt) = 88
b) K(x) = 0,005x2 + 12x + 1800; Xopt = 600; Ks(Xop) = 18

(6) a) Xw = 2; Xopt ~ 8; Xmin = 3; LPU = 9,55; KPU = 4,55
b) xw = 50; Xopt ~ 79; Xmin = 75; LPU = 80,48; KPU = 67,5
C) Xw = 250; Xopt ~ 408; Xmin = 375; LPU = 87,42; KPU = 59,38
d) xw = 25; Xopt ~57; Xmin = 37,5; LPU = 8,83; KPU = 3,69

(7) xw = 10; Xmin = 15

(8) a) K(x) =0,02x3 - 3x2 + 180 x + 1000
b) K(x) = 0,01x3 - 0,4x2 + 6x + 200
c) K(x) = 0,025x3 - 0,75x2 + 60x + 3200
d) K(x) = 0,002x3 - 0,18x2 + 7,8x + 9450
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(9) K(x) = 0,001x: - 0,2x2 + 180x + 36000; Xy ~ 67

(10) a) x1 = 10; X2 = 40; Xgmax = 25; Gmax = 22,5
b) x; = 20; X2 = 260; Xgmax = 140; Gmax = 720
c) x1 = 400; x2 = 1600; Xgmax = 1000; Gmax = 720
d) X, = 900; X2 = 10000; Xgmax = 5450; Gmax = 20702,50
e) X1 = 70; X2 = 270; Xemax ~ 181; Gmax = 8515,70
f) X1~ 227; X2 ~ 604; Xcmax ~ 448; Gmax = 18252,60

(11) a) p(x) =-0,2x + 60; pmax = 60; Xs = 300; Xgmax = 150
b) p(x) = -0,1x + 180; pPmax = 180; Xxs = 1800; Xgmax = 900
c) p(x) = -0,25x + 150; pmax = 150; Xs = 600; Xgmax = 300
d) p(x) = -0,05x + 25; pmax = 25; Xs = 500; Xgmax = 250

(12) a) p(x) =0,01x2 - 2,6x + 160; pmax = 160; Xs = 100; Xgmax = 40
b) p(x) = 0,001x? - 1,6X + 550; Pmax = 550; Xs = 500; Xgmax ~ 215
C) p(X) = -0,015x2 + 24; Pmax = 24; Xs = 40; Xgmax ~ 23

(13) a) x; = 10; x2 = 50; C(30/13)
b) x1 ~ 14; x2 ~ 536; C(275/54)
C) X1 ~ 17; X ~ 133; C(75/4)
d) x1 = 80; x2 = 4220; C(2150/78,50)

(14) a) Xemax = 30; Pemax = 12;: Gmax =70
b) Xemax ~ 67; Pemax = 16,65; Gmax = 501,87
C) Xgmax = 10; Pemax = 60; Gmax = 230
d) Xemax ~ 25; Pemax = 30; Gmax = 282,50

(15) x1~7; x2 ~ 57; C(32/45); Gmax = 780

(16) K(x) =0,01x2+ 7x + 400; x; = 20; x» = 400; C(210/19,6)

(17) K(x) =0,025x2 + 60x + 8000; C(1500/202,50); Gmax = 149500

(18) K(x)=0,1x3 - 2x2 + 25x + 1450; x, ~ 26; C(18/128); Gmax = 468,80
(19) p(x) =-0,05x + 80; x; = 60; x, = 300; C(180/71)

(20) a) 6
b) 4
c) 12
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INPUT-OUTPUT-ANALYSE

Eine kurze Einflhrung mit Beispielen
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