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Die Winkelfunktionen
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Der Zeiger wandert im Einheitskreis von 0° bis 360°.
Die Schrittweite des Zeigers betragt dabei genau 15°.
Fiir jeden iiberstrichenen Winkel w wird das Bogenmal?
berechnet und auf der x-Achse abgetragen. Dariiber
wird dann der im Einheitskreis ermittelte Sinuswert

des Winkels eingezeichnet.

x=6.28rad=21
y=0.000

Schaubild der Sinusfunktion y = sin(x).
Eine periodische Funktion mit der Periodenlange 2f.
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Der Zusammenhang von SINUS und COSINUS

Im linken Einheitskreis gilt in dem rechtwinkeligen Dreieck MAB
der Lehrsatz von Pythagoras, also gilt: sin®*(w) + cos?®(w) = 1.

006 |

M cos A N

Rechts Ilegen der Winkel w und sein Komplementarwmkel (90-w).
Die Drmecke NCD und FEN smd kongruent, weil sie |n einer Seite
und in zwei Winkeln lbereinstimmen. Also gilt: NC = EF und damit
cos(w) = sin(90-w). Es gilt auch CD = NE, d.h sin{w) = cos(90-w).
Das ist der Grund fiir den Namen "Co-Sinus".

Es folgen die Schaubilder von Cosinus- und Tangensfunktion.
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Arcusfunktionen

Gegeben ist eine Funktion y = f(x). Damit kann entsprechend
der Zuordnungsvorschrift zu jedem Argument x der zugehdrige
Funktionswert y berechnet werden.

Will man aber umgekehrt zu einem Funktionswert y das zugehdrige
Argument x ermitteln, so wird das als Umkehrfunktion bezeichnet.

Die Umkehrungen der Winkelfunktionen heiften Arcusfunktionen.
Sie liefern zu einem zulassigen Zahlenwert y den entsprechenden
Winkel x. Damit diese Umkehrungen eindeutig sind, werden die
Winkelfunktionen auf ihrer ersten Periode betrachtet (Hauptwerte).

y = sin(x) ..... x = arcsin(y), sprich: "x ist der Arcussinus von y"
y = €OS(X) ..... X = arccos(y)
y =tan(x) ..... x = arctan(y)

Beispiele
cos(90°) =0 ..... arcos(0) = 90°

sin(30°) = 0.5 ..... arcsin(0.5) = 30°
tan(45°) =1 ..... arctan(1) = 45°
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Rechtwinkelige Dreiecke

Der SINUS im rechtwinkeligen Dreieck

Vom rechtwinkeligen Dreieck ABC kennt man die Kathetena =4
und b = 3. Die Hypotenuse ist dann ¢ = 5. Dieses Dreieck ABC
stimmt mit dem Dreieck PBQ, das im Einheitskreis liegt, in allen

Winkeln tiberein. Die beiden Dreiecke

sind daher dhnlich und sie

stimmen auch in entsprechenden Seitenverhéltnissen iliberein.
So gilt QP : BP =CA : BA, also sin(l3) ;{1 =b:c,alsosin(B)=b/c.
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5

COSINUS und TANGENS im rechtwinkeligen Dreieck

L/

In den ahnlichen Dreiecken ABC und P
zuséatzlichen Gleichungen:

BQ:BP=BC :BA, alsocos(R):1=a
tan(3) = sin(l3) / cos(3) = (b/c) / (alc) = |

BQ gelten noch die

¢, also cos(R)=a/c.
» [ a, also tan(l3) = b / a.
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Regelmaliige Vielecke

RegelmaRige Vielecke
im Einheitskreis (r = 1).

Eckenanzahl n = 6
Zentriwinkel w = 60°

Seite des n-Ecks s = 2*r*sin(w/2) = 1
Flache F = n*r**sin(w)/2 = 2.59807621
UmfangU =n*s =6

Naherung firff=U/2=3
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Regelmalige Vielecke
im Einheitskreis (r = 1).

Eckenanzahl n = 100
Zentriwinkel w = 3.60000000°

Seite des n-Ecks s = 2*r*sin(w/2) = 0.06282152
Flache F = n*r**sin(w)/2 = 3.13952598
Umfang U = n*s = 6.28215182

Naherung fir f=U/ 2 = 3.14107591
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Die Polarkoordinaten

Die Ortsbestimmung eines Punktes P in der Ebene erfolgt
durch die Angabe seiner kartesischen ‘Knardinaten (xHy).
Ein anderes Verfahren der Onsbestimmung besteht darin,
dass man die Lange der Strecke OP = r (Radius) und den
Steigungswinkel w (Argument) ermittelt. Man nennt (r;w)
die Polarkoordinaten des Punktes P und es gelten dabei
die Formeln: r* = x® + y? und tan(w) = y / x.
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10
Der Zufall bestimmt einen Punkt P(-5/5).
Gesucht sind die Polarkoordinaten (r;w) von P.
1
y r
=Ty X oo 10

Radiusr:rP=x*+y% r=7.07
Argument w: tan(w) = yfx, w = 135.00°

Punkt P(r;w) = P(7.07 ; 135.00°).

-10
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Schiefwinkelige Dreiecke

Der Sinussatz

In jedem Dreieck verhalten sich die Seiten wie
die Sinuswerte der gegeniiberliegenden Winkel.

wml

Beweis: Y "

c
Die Héhe h zerlegt das Dreieck ABC in zwei rechtwinkelige
Dreiecke ADC und BDC. Dort gelten dann folgende Formein:
sintwl)=h/bundh=b * sin(w1)
sinfw2)=h/aundh=a" sin(w2)
Also gilt a * sin(w2) = b * sin(w1) und daher

a:b=siniwl):sin(w2)
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Der Cosinussatz

In jedem Dreieck gilt folgende Formel:
a’=b*+c?*-2'c*b'cos(w1)

wml

Beweis: Y " D y 'B
&

Im Dreieck ADC gilt: x = b*cos(w1) und h = b*sin{w1)
Im Dreieck BDC gilt: y = c - x und a* = h* + y*

Durch Einsetzen erhalt man:

a’=b*sin*(wl) +c*- 2'¢c’b'cos(wl1) + b*cos*w1l)

a® = b**(sin*(w1) + cos®(w1)) + ¢*- 2'c*'b*cos(w1)
Weil nun sin*(w1) + cos®*w1) =1, gilt somit
a’=bh*+c*-2'¢c"b'cos(wl)
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Die Winkelfunktionen von

zusammengesetzten Winkeln

Der erste Summensatz
Die doppelten Winkel
Die halben Winkel

Der zweite Summensatz

Hinweis: Winkel werden im Text immer mit lateinischen
Buchstaben bezeichnet: a, b, ¢, d, e, f. In Zeichnungen
werden sie mit griechischen Buchstaben bezeichnet:

o, B, 7, 9, € 0.
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Der erste Summensatz

Im vorliegenden trigonometrischen Projekt geht es um die Frage,
wie die Winkelfunktion von einem zusammengesetzten Winkel auf
Winkelfunktionen der einzelnen Winkel zuriickgefiihrt werden kann.
Der so genannte erste Summensatz liefert die Antwort in Form von
zwei fundamentalen Lehrsétzen:

[S1.1] sin(a+b) = sin(a)'cos(b) + cos(a)*sin(b)
[$1.2] cos(a+b) = cos(a)*cos(b) - sin(a)’sin(b)

Aus diesen beiden Lehrséatzen, die auf den nachsten Seiten aus-
flihrlich bewiesen werden, folgen verschiedene weitere Lehrsatze.
Die Ersetzung von b durch -b in den Satzen [S1.1], [S1.2] liefert:

[$1.3] sin(a-b) = sin(a)*cos(b) - cos(a)*sin(b)
[S1.4] cos(a-b) = cos(a)'cos(b) + sin(a)’sin(b)

Weiters gilt: tan(a +£b) =sin(a+b) /cos(a+b). Das Einsetzen von
den Satzen [S1.1], [S1.2] in dieser Formel liefert:

[S1.5] tan(a+b) = (tan(a) + tan(b)) / (1 - tan(a)*tan(b))
[S1.6] tan(a-b) = (tan(a) - tan(b)) / (1 + tan(a)’tan(b))
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Auch den Summensatz [S1.2] k&nnen wir nun beweisen:
Dreieck OQP: 0OQ = cos(a + b)
Dreieck OSP: OS = cos(b) und SR = sin(b)

Dreieck SRP: RS =sin(a) * SP = sin(a) * sin(b) = QT

a
R_—5
P
oL
2 0 Q T |

Dreieck OTS: OT =cos(a) * OS =|cos(a) * cos(b)
Dreieck OTS: OQ=0T-QT
Dreieck OTS:. cos(a + b) = cos(a) *|cos(b) - sin(a) * sin(b)
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Der zweite Summensatz

Den Abschluss unserer Lehrsatze iiber Winkelfunktionen bildet
der so genannte zweite Summensatz, welcher eigentlich aus vier
einzelnen Satzen besteht:

[S2.1] sin(a@) +sin(b) = 2 *sin((a+b)/2) * cos((a-b)/2)
[S2.2] cos(a) +cos(b) = 2* cos((a+b)/2) * cos((a-b)/2)
[S2.3] sin(a)-sin(b) = 2 *cos((a+b)/2) " sin((a-b)/2)
[S2.4] cos(a) +cos(b) = -2 * sin((a+b)/2) * sin((a-b)/2)

Die Beweise dieser zweiten Summensatze kénnen mit Hilfe der
bereits bewiesenen ersten Summensatze erfolgen. Wir ersetzen
a/2 durch a und b/2 durch b. Fiir Satz [S2.1] folgt dann:

sin(a+b) * cos(a-b) =
(sin(a)*cos(b) + cos(a)’sin(b)) * (cos(a)*cos(b) - sin(a)*sin(b)) =

sin(a)*cos(a) + sin(b)*cos(b) =
(sin(2*a) + sin(2*b))/2

In analoger Weise werden auch die anderen drei Sétze bewiesen.
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Das Parallelogramm, Fall 1

Zufalls-Parallelogramm ABCD, Fall 1

LX)

Gegeben:a=AB=9, b=AD=7undh=4
Gesucht: Winkel wA = w, Strecke s, Diagonale e

Im rechtwinkeligen Dreieck AED gilt: sin(w) = h/b, cos(w) =s/b

Losung:

w = 34.85°
5.74
5.16

wn
T
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Das Parallelogramm, Fall 2

Zufalls-Parallelogramm ABCD, Fall 2

Gegeben:a=AB=10,b=AD =6 und wA =w = 64"
Gesucht: Héhe h, Strecke s, Diagonale e

Im rechtwinkeligen Dreieck AED gilt: sin(w) = h/b, cos(w) = s/b

Losung:

5.39
2.63
9.13

wn
i




Das Parallelogramm, Fall 3

Losung:

6.50
5.12
4.42

(0]
i



Das Dreieck, Fall SSS

Losung:

WA = 73.04°
33.92°
3.04°

wC 7
40.17

=
oy}
o



Trigonometrie Herbert Paukert

35

Das Dreieck, Fall SWW

Dreiecke - Zweite Grundaufgabe (SWW)

Gegeben: c = 8, wA () =43° und wB () = 104°.
Gesucht: a, b und wC (v) und Flache F.

(1) Winkelsummen-Satz, wA + wB +wC =180°, wC =7
(2) Sinus-Satz, a : ¢ = sin(wA) : sinfwC),a=7

(3) Sinus-Satz, b : ¢ = sin(wB) : sin(wC), b=7?

(4) Flache F=a* b " sin(wC) /2

10.02
14.25
33.00°
38.88




Das Dreieck, Fall SWS

Losung:

15.59
43.77°
20.23°
32.36

g
>
noonon



Das Dreieck, Fall SsW
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Das allgemeine Viereck

Trigonometrie im Viereck

a=AB=100cm
b=BC=60cm
d=AD=80cm
® = w(BAD) = 50°
R =w(ABC) =70°

A a B

Von einem viereckigen Grundstiick ABCD werden die Seiten
a=AB, b=BC und d = AD gemessen. Aulzerdem werden
auch die zwei Winkel o =w(BAD) und & = w(ABC) bestimmt.
Damit soll die unbekannte Seite ¢ = BC ermittelt werden.

(1) Diagonale x* = a*+b*2"a*b*cos(l3), x =97.4462

(2) Sinussatz sinig) : sin() =b : x, € =w(BAC) = 35.3516°
(3) Winkelo=w(CAD) = - £,0= 14.6484

(4) Seite c? = d*+-2 d*x"cos(@), c = 28.4808



Losung:

Diagonale x = 109.53
Winkel w(BAC) =51.35°
Winkel w(CAD) = 75.65°
Seite ¢=121.84



