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Betriebswirtschaftliche Funktionen

Wirtschafts-Funktionen

Am Beispiel einer einfachen Aufgabe sollen die Grundlagen
der so genannten Wirtschafts-Funktionen erklart werden.

Eine Firma erzeugt ein bestimmtes Produkt. Zuerst wird

eine grole Stichprobe von n Stammdaten (x ; y) erhoben.
Es sind x die Stliickzahlen und y sind deren Produktions-
Kosten. Mithilfe eines geeigneten Statistikprogramms wird
eine Funktion y = K(x) ermittelt, welche sich optimal an

die n Datenpunkte anpasst. Man erhalt dabei eine kubische
Regressionsfunktion K(x) = 0.01*x* - 9*x* + 3000*x + 250000.
Die Kapazitatsgrenze xK betragt 850 Mengeneinheiten (ME).
Die Funktion beschreibt die Gesamtkosten der Produktion
von X Stiicken in Geldeinheiten (GE).

Auf dem Markt herrscht eine vollstandige Konkurrenz, d.h.

die Fabrik hat kein Angebotsmonopol, sondern mehrere
Anbieter bestimmen den Produkipreis p am freien Markt.
(Polypol). Fiir den Umsatz der Firma ergibt sich dann eine
Erlésfunktion E(x) = p * x. Weil die Firma durch den Ver-

kauf von 800 ME den Gesamterlds von 2280000 GE erzielt,

gilt fiir die Erlosfunktion E(x) = 2850*x (2850 = 2280000 / 800).
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Die Stiickkosten k(x)

Die Stickkosten k(x) ("k" klein geschrieben) erhalt man, wenn
man die Gesamtkosten K(x) ("K" grof3 geschrieben) durch die
Anzahl der produzierten Stiicke dividiert.

K(x) = 0.01*%° - 9*x2 + 3000*x + 250000
k(x) = K(X)/x = 0.01*? - 9*x + 3000 + 250000 / x

Jene Produktionsmenge (Stlickanzahl), bei welcher die Stiick-
kosten am geringsten sind, heiftt Betriebsoptimum xOPT. Diese
Situation kann sich eine Firma langerfristig leisten. Daher heil3t
der Funktionswert k(xOPT) auch langfristige Preisuntergrenze.
Zur Berechnung des Betriebsoptimums wird die erste Ableitung
der Stiickkostenfunktion Null gesetzt: k'(x) =0 mit k"(x) = 0.

k'(x) = 0.02%x - 9 - 250000 / x*
0=0.02"x - 9 - 250000 / x*
0.02%x%* - 9*x* - 250000 = 0
x* - 4507x* - 12500000 =0

Diese Gleichung dritten Grades kann am einfachsten nach der
Methode der Intervallschachtelung mit fortgesetzter Halbierung
bis zu einer bestimmten Genauigkeit schrittweise geldst werden.
Betriebsoptimum: xOPT = 500 ME mit k(xOPT) = 1500 GE.
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Die variablen Stiickkosten kv(x)

Die Stickkosten kv(x) ("k" klein geschrieben) erhalt man, wenn
man die variablen Gesamtkosten Kv(x) ("K" grol? geschrieben)
durch die Anzahl der produzierten Stiicke dividiert.

Kv(x) = 0.01%¢ - 9% + 3000%x
kv(x) = Kv(x)/x = 0.01% - 9% + 3000

Jene Produktionsmenge (Stlickanzahl), wo die variablen Stiick-
kosten am geringsten sind, heiftt Betriebsminimum xMIN. Diese
Situation kann sich eine Firma aber nur kurzfristig leisten, weil
zusatzlich zu den Kosten noch die Fixkosten dazu kommen.

Der Funktionswert kv(xMIN) heiftt kurzfristige Preisuntergrenze.
Zur Ermittlung des Betriebsminimums wird die erste Ableitung
der variablen Stiickkostenfunktion Null gesetzt: kv'(x) = 0.

kv'(x) = 0.02*x - 9 mit kv"(x)=0.02>0
Betriebsminimum xMIN = 450 ME mit kv(xMIN) = 975 GE.

Der Unterschied zwischen Betriebsoptimum und Betriebs-
minimum liegt darin, dass das eine Mal die Fixkosten ein-
geschlossen sind. Das andere Mal sind jedoch die Fixkosten
ausgeschlossen.
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(11) Nachfragefunktion und Preiselastizitat

Die Nachfragefunktion x = n(p) zeigt den Zusammenhang zwischen der Nachfrage
nach der Menge x eines Produktes und dem Preis p des Produktes. Normalerweise
sinkt die Nachfrage bei steigenden Preisen.

Gemal ihrer Definition ist die Nachfragefunktion die Umkehrung (Inversion) der Preis-
Funktion p = p(x) = n (p). Achtung: In der Literatur wird oftmals die Preisfunktion auch
als Nachfragefunktion bezeichnet !!!

Der Cournotsche Punkt C ist jener Punkt, den die Preisfunktion p(x) (d.h. die inverse
Nachfragefunktion) an der Stelle des Gewinnmaximums xuax erreicht. Dieser Punkt
C(xmax/p(xmax) kennzeichnet die gewinnmaximale Absatzmenge und den zugehdrigen
gewinnmaximalen Preis. Die Berechnung erfolgt in mehreren Schritten:

Erlésfunktion  E(X) = p(X) * x
Kostenfunktion K(x)
Gewinnfunktion G(x) = E(x) — K(X)
G'(XMAx) =0 mit G”(XMA)() <0

Die Preiselastizitat e(x,p) ist das Verhaltnis der relativen Mengen&nderung dx zur
relativen Preisdnderung dp. Sie gibt also an, um wie viele Prozent sich die Menge
andert, wenn sich der Preis um 1% andert. FUr die Elastizitatsfunktion gilt dann:

e(x,p) = (dx/x)/(dp/p) = (dx/dp) *(p/x) = n'(p) *p/x

Dabei ist x = n(p) die bekannte Nachfragefunktion. Ist beispielsweise x = 1/p, dann
ist e(x,p) = (-1)/(p?) * p? = (-1). Diese Preiselastizitat heildt ,indirekt proportional* oder
auch ,isoelastisch®, weil die Nachfrage um den gleichen Prozentsatz féllt, um den
der Preis steigt.

Bei e(x,p) = 0 erfolgt keine Reaktion der Nachfrage auf Preisénderungen, beispiels-
weise bei lebenswichtigen Medikamenten.

Bei e(y,x) > 1 bewirken hohere Preise eine uiberproportional grof3ere Nachfrage.
Diese atypische Form findet man bei sehr exklusiven Luxusartikeln oder auch bei
Hamsterkaufen.
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Wichtige Formeln der Kosten- und Preistheorie

(Minimum der Grenzkosten)

Kostenfunktion K(x)

Fixkosten Ke = K(0)
variable Kosten Kvar(X) = K(X) - Kg
Grenzkosten K'(x)

degressive Kosten K'(x) <0
progressive Kosten K"(x) >0
Kostenkehre K'(x) =0

Stickkostenfunktion

Ks(X) = K(x) / x

(=Verkaufspreis im Grenzbetrieb)

Betriebsoptimum K's(Xopt) = 0
(Minimum der Stuckkosten)
LPU, langfristige Preisuntergrenze Ks(Xopt)

variable Stluckkosten

Ksyar(X) = Kvar(X) / X

Betriebsminimum
(Minimum der variablen Stiickkosten)

K'svar(Xmin) =0

KPU, kurzfristige Preisuntergrenze Ks.var(Xmin)

Preisfunktion (Nachfragefunktion) p(x), bei Polypol konstanter Preis p
Hdochstpreis Pmax = P(0)

Sattigungsmenge p(xs) =0

Erlésfunktion (Umsatzfunktion)

E(x) = p(x)-x, bei Polypol E(x) = p* x

Gewinnfunktion

G(x) = E(x) - K(X)

Gewinngrenzen Gx)=0
(Gewinnschwelle und Gewinnobergrenze)
Gewinnmaximum G'(Xmax) = 0

Cournot'scher Punkt

C( Xmax ; P(Xmax) )

Monopolisten und Polypolisten

Bestimmt nur eine Produktionsfirma den Warenpreis am Markt (Monopolist ), dann
kann diese Firma den Preis p = p(x) variabel gestalten und damit Gewinnmaximierung
betreiben. Existieren am Markt mehrere Produktionsfirmen (Polypolisten ), so wird
der Warenpreis p als konstant angesehen, und die Gewinnmaximierung kann nur Uber

die Absatzmenge x erfolgen.




Wirtschaftliches Rechnen © Herbert Paukert

Aufgabe 1: Polypolistische Konkurrenz

Zur Berechnung einer Kostenfunktion dritten Grades fir ein bestimmtes Produkt
stehen einem Betrieb folgende Werte zur Verfiigung:

die Fixkosten betragen 300 GE

die Kostenkehre liegt bei x = 6 ME

das Betriebsoptimum liegt bei Xopt = 10 ME

der Verkaufspreis im Grenzbetrieb ist p = 80 GE/ME

a) Ermitteln Sie die Kostenfunktion.

Fuhren Sie alle weiteren Berechnungen mit folgender Kostenfunktion durch:
K(x) = 1.5x3-27x%+ 170x + 300

b) Wann wird der Betrieb zum Minimalbetrieb ?

c) Wie lautet die Gewinnfunktion bei einem Marktpreis von p = 280 GE/ME ?
Bei welcher Menge x macht man maximalen Gewinn und wie hoch ist er ?
Wo liegen die Gewinngrenzen ?

d) Stellen Sie die Kostenfunktion und die Erldsfunktion graphisch dar und
zeichnen Sie die gegebenen und die berechneten Werte ein:
Intervall: [0;24]
Mal3stab: x-Achse: 1cm = 2 ME; y-Achse: 1 cm = 1.000 GE
Zeichengenauigkeit: 1cm

Losung von Aufgabe 1

Alle relevanten Funktionen und deren Ableitungen
mit unbekannten Koeffizienten a, b, ¢, d anschreiben.

K(xX) =ax®+ bx2+ cx+d (Kostenfunktion)
K'(x) = 3ax2 + 2bx + ¢
K" (x) =6ax + 2b

Ks(X) = ax? + bx + ¢ + d/x (Stuckkostenfunktion)
K's(x) = 2ax + b — d/x?

Kvar(X) = ax® + bx2 + cx (Variable Kostenfunktion)

Ksvar(X) = ax2 + bx + ¢ (Variable Stiickkostenfunktion)
Ksvar(X) =2ax + b



Wirtschaftliches Rechnen Herbert Paukert 10

(a) Ermittlung der Kostenfunktion K(x):

(1) K(0) = d = 300

(2) K”(6)=36a+2b=0
18a+b=0

(3) Kls(Xopt) = ZaXopt +b- d/Xopt2 =0, Xopt = 10
20a+b-3=0
20a+b=3

(4) Ko(Xopt) = @ Xopt? + bXopt + C + 30 = 80, Xopt = 10
100a + 10b + ¢ =50

Aus (2) folgt: b = -18a, Einsetzen in (3) ergibt: 20a—-18a=2a=3, a=1.5 b=-27
Einsetzen in (4) ergibt: 150 — 270 + ¢ =50, ¢ = 170

(@) K(x) = 1.5x3—-27x2+ 170x + 300, Kostenfunktio n

(b) K'svar(Xmin) = 3Xmin =27 =0, Xmin =9
Ksvar(9) = 1.5%81 -27*9 + 170 = 48.5 GE/ME, Minimalbetri eb

(c) E(x) = 280x, Erlésfunktion
G(x) = E(x) — K(x) = -1.5x3 + 27x2 + 110x — 300, Gewinnfunktion
G'(x) =-4.5x2 + 54x +110=0
X = 54/9 + sqrt(2916+18*110)/9 = 6 + sqrt(4896)/9 = 6 + 7.7746 = 13.7746
Xmax = 13.7746 ME
G(Xmax) = G(13.7746) = -3920.38 + 5122.97 + 1515.21 — 300 = 2417.80 GE
Der maximale Gewinn wird bei 13.77 ME erz ielt und betragt 2417.80 GE.
G(x) = -1.5x3 + 27x2 + 110x — 300 = 0
x3—18x2—-73.33x +200=0
Schranke fur die reellen Nullstellen = Maximum{18, 73.33, 200} + 1 = 201
Ermittlung der positiven Nullstellen mittels Intervallschachtelung in [0; 201].
Untere Gewinngrenze x1 = 1.92 ME, obere G ewinngrenze x2 = 21.03 ME.

(d) Kosten-, Erlés- und Gewinnfunktion:

#3000 -
| +3000

F(X)=1.5"x"3-27"x"2+170fx+300 f(x) = -1.5"x"3+27"x*2+110"x-300

F(X)=280"x y-Achsen-Verzerrungsfaktor v = 0.0100

F(X)=-1.5"x"3+27*x"2+110*x-300

-30 /af 30 -30 \/O/qf 30

Nullstelle N(21.0343/0)

Funktionen und ihre Schaybilder (max. 4)

Verzerrungsfaktor der Y- Wefte: v = 0.0100 -
1-3000 3000
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Aufgabe 2: Monopolistischer Betrieb

Ein monopolistischer Anbieter erreicht bei einer Absatzmenge von 25 ME
einen Preis von 297.50 GE/ME. Beim Verkaufspreis von 254 GE/ME steigt
die Nachfrage auf 40 ME und bei der Absatzmenge von 15 ME erzielt er
einen Erlés von 4 747.50 GE.

Bei Stillstand der Produktion betragen die Gesamtkosten 400 GE und die
Grenzkosten 198 GE. Die Kostenkehre liegt bei 2.50 ME und die Grenzkosten
betragen dort 197.25 GE.

a) Bestimmen Sie die Kostenfunktion dritten Grades K(x) und
die quadratische Nachfragefunktion bzw. Preisfunktion p(x).

Fuhren Sie alle weiteren Berechnungen mit folgenden Funktionen durch:
K(x) = 0.04x% —0.3x* +198x + 400
p(x) = -0.04x*—0.3x + 330

b) Geben Sie Hochstpreis und Sattigungsmenge an.

c) Berechnen Sie das Betriebsoptimum.
Welcher Preis macht den Betrieb zum Grenzbetrieb?
Wo liegt die kurzfristige Preisuntergrenze?

d) Geben Sie die Koordinaten des Cournotschen Punktes an.

e) Stellen Sie die Kosten- und Erlésfunktion im Intervall [0;45] dar und
zeichnen Sie die charakteristischen Punkte ein.

LOsungen:

b) pmax = p(0) = 330 GE/ME
p(xs) =0, Xs = 87.16 ME

c) Ks(x) =0.04x2 —0.3x + 198 + 400/x
K's(x) = 0.08x — 0.3 — 400/x2
K's(Xopt) = 0, Xopt = 18.45 ME, p = Ks(Xopt) = 227.76 GE/ME,

Kvar(X) = 0.04x3 — 0.3x2 + 198x

Ksvar(X) = 0.04x2 — 0.3x + 198

K svar(X) = 0.08x — 0.3

K svar(Xmin) = 0, Xmin = 3.75 ME, KPU = K¢ yar(Xmin) = 197.44 GE/ME

d) G(x) = E(X) — K(X) = p(x)*x —K(x) = -0.08x3 + 132x — 400
G'(x) =-0.24x2 + 132
Xmax = 23.45 ME, p(Xmax) = 300.97, Cournotscher Punkt: C(23.45 ; 300.97)



20 weitere Aufgaben zur Kosten- und Preistheorie

Die Mengenangaben (Betriebsoptimum, gewinnmaximierende Menge) sind
immer auf ganze ME zu runden.

(1) Ermittle die Gleichung der linearen Betriebskostenfunktion!
(a) Die Fixkosten betragen 300 GE, die variablen Kosten 1,2 GE/ME.
(b) Die Fixkosten betragen 500 GE, die Kosten fur 300 ME betragen 1250 GE.
(c) Die Kosten fur 100 ME betragen 1000 GE, fur 500 ME 1800 GE.

(2) Die Fixkosten eines Betriebes betragen 250 GE. Bei der Produktion von 200 ME
sind die Stuckkosten 2,75 GE/ME. Ermittle die lineare Kostenfunktion und die Stlck-
kostenfunktion. Ab welcher Menge werden die Stickkosten kleiner als 2 GE/ME?
Kdnnen sie auch kleiner als 1 GE/ME werden?

(3) Ermittle fur die folgenden Kostenfunktionen die Stiickkostenfunktion und die
minimalen Sttickkosten.
(8 K(x)=0,1x?+ 2x + 40
(b) K(x) =0,05x2+ 1,6x + 28,8
(c) K(x) =0,03x2+0,5x + 50
(d) K(x) =0,01x2+ 0,25x + 72

(4) Ermittle die Gleichung der quadratischen Betriebskostenfunktion, berechne das

Betriebsoptimum und den kostendeckenden Preis.

(a) Die Fixkosten betragen 250 GE, die Kosten fir 100 ME 760 GE und fir 500 ME
3000 GE.

(b) Die Fixkosten betragen 800 GE, die Kosten fir 200 ME 2100 GE und fur 400 ME
3600 GE.

(c) Bei 10 ME betragen die Gesamtkosten 860 GE, bei 20 ME betragen sie 940 GE,
und bei 30 ME betragen sie 1040 GE.

(d) Die Fixkosten betragen 1000 GE. Bei 400 ME sind die Gesamtkosten 25000 GE
und die Grenzkosten 100 GE/ME.

(e) Die Fixkosten betragen 1120 GE. Bei Produktionsstillstand (x = 0) fallen keine
Grenzkosten an, bei der Produktion von 1000 ME betragen sie 10 GE/ME.

(5) Ermittle die Gleichung der Betriebskostenfunktion, wenn die Grenzkostenfunktion
bekannt ist. Berechne das Betriebsoptimum und den kostendeckenden Preis.
(8 K'(x) =0,04x + 80, Fixkosten: 800 GE
(b) K'(x) =0,01x + 12, K(1000) = 18800

(6) Die Kostenfunktion eines Betriebs ist bekannt. Berechne die Kostenkehre, das
Betriebsoptimum (mittels Intervallschachtelung) und das Betriebsminimum sowie
die langfristige und kurzfristige Preisuntergrenze.

(&) K(x)=0,05x3-0,3x2+5x + 30

(b) K(x) =0,02x3 - 3x2 + 180 x + 1000

(c) K(x) =0,001x3-0,75x? + 200x + 11000
(d) K(x)=0,002x3 - 0,15x2 + 6,5x + 250



(7) Eine Betriebskostenfunktion lautet K(x) = 0,01x3 - 0,3x2 + 10x + 17000. Zeige
dass das Betriebsoptimum bei 100 ME liegt. Berechne auch die Kostenkehre

und das Betriebsminimum.

(8) Ermittle die Kostenfunktion (Funktion 3. Grades):

(a) Die Fixkosten betragen 1000 GE. Die Kostenkehre liegt bei 50 ME;
bei dieser Produktionsmenge betragen die Grenzkosten 30 GE/ME und
die Gesamtkosten 5000 GE.

(b) Bei Produktionsstillstand betragen die Kosten 200 GE und die Grenz-
kosten 6 GE/ME. Bei einer Produktionsmenge von 10 ME ergeben sich
Betriebskosten von 230 GE und Grenzkosten von 1 GE/ME.

(c) Die Kostenkehre liegt bei 10 ME; bei dieser Menge betragen die Stiick-
kosten 375 GE/ME. Bei einer Produktionsmenge von 40 ME betragen die
Stickkosten 150 GE/ME und die Grenzkosten 120 GE/ME.

(d) Die Fixkosten betragen 9450 GE. Die Kostenkehre liegt bei 30 ME, dabei
betragen die Grenzkosten 2,4 GE/ME. Das Betriebsoptimum liegt bei 150 ME.

(9) Die Grenzkostenfunktion eines Betriebs lautet K'(x) = 0,003x2 - 0,4x + 180,
die Fixkosten betragen 36000 GE. Ermittle die Betriebskostenfunktion, berechne
die Kostenkehre und zeige, dass das Betriebsoptimum bei 300 ME liegt.

(10) Gegeben ist die Kostenfunktion K(x) und der konstante Verkaufspreis p.
Berechne Gewinnschwelle, Gewinngrenze, gewinnmaximierende Menge und

den maximalen Gewinn!

(@ K(X)=0,1x2+2x+40;p=7

(b) K(x) =0,05x2+ 6x + 260; p = 20

(c) K(x) =0,002x2 + 12x + 1280; p = 16

(d) K(x) =0,001x?+ 2,6x + 9000; p = 13,5

(e) K(x)=0,002x3 - 0,18x2 + 7,8x + 9450; p = 140 (Gewinnschwelle: 70 ME)
() K(x) =0,001x3-0,75%x2 + 200x + 11000; p = 130

(11) Ermittle die lineare Nachfragefunktion und die Erl6sfunktion, berechne den
Hochstpreis, die Sattigungsmenge und die Menge, bei der der maximal Erlos
erzielt wird.

(@) Zum Preis von 40 GE/ME kénnen 100 ME verkauft werden,
fur 20 GE/ME 200 ME.
(b) Zum Preis von 80 GE/ME kénnen 1000 ME verkauft werden,

fur 30 GE/ME 1500 ME.

(c) Zum Preis von 100 GE/ME kénnen 200 ME verkauft werden;
bei 600 ME ist der Markt geséttigt.

(d) Ab einem Preis von 25 GE/ME kann nichts mehr verkauft werden.
Wenn der Preis um 1 GE gesenkt wird, steigt die Nachfrage um 20 ME.

(12) Wie oben, fir eine quadratische Nachfragefunktion.
(@) Zum Preis von 72 GE/ME konnen 40 ME verkauft werden, fur 112 GE/ME

20 ME und fur 135 GE/ME 10 ME.
(b) Zum Preis von 400 GE/ME kénnen 100 ME verkauft werden, fur 160 GE/ME

300 ME und fur 70 GE/ME 400 ME.
(d) Der Hoéchstpreis betragt 24 GE/ME. Zum Preis von 18 GE/ME kénnen 20 ME

verkauft werden, fur 10,5 GE/ME 30 ME.



Wirtschaftliches Rechnen © Herbert Paukert 14

(13)

(14)

(15)

(16)

17)

(18)

(19)

Gegeben ist die Kostenfunktion K(x) und die Nachfragefunktion p(x). Berechne
die Grenzen des Gewinnbereichs und den Cournot'schen Punkt.

(8 K(x) =0,1x? + x + 150; p(x) =-0,2x + 19

(b) K(x) =0,04x2 + 10x + 900; p(x) = -0,08x + 76

(c) K(x) =0,02x2 + 0,1x + 72; p(x) = -0,012x + 4,9

(d) K(x) =0,01x?+ 14x + 6752; p(x) =-0,01x + 100

Von einem Betrieb kennt man Kostenfunktion K(x) und Nachfragefunktion p(x).
Berechne die gewinnmaximierende Menge, den dazugehdérigen Preis und den
maximalen Gewinn.

(@ K(x) =0,01x3-0,4x2 + 6x + 200; p(x) =-0,1x + 15

(b) K(x) =0,002x3 - 0,15x2 + 6,5x + 250; p(x) = -0,05x + 20

(c) K(x) =0,05x3 - 3x2 + 50x + 120; p(x) = 0,1x2 - 7,5x + 125

(d) K(x) =0,02x3 - x2 + 24x + 180; p(x) = 40 - 0,016x2

Die Kostenfunktion eines Betriebs lautet: K(x) = 5x + 500. Der Zusammen-
hang zwischen dem Verkaufspreis p und der Nachfrage x kann durch die
Gleichung 5x + 4p = 340 beschrieben werden. Ermittle die Grenzen des
Gewinnbereichs, den Cournot'schen Punkt und den maximalen Gewinn.

Von einer quadratischen Kostenfunktion ist folgendes bekannt:

die Fixkosten betragen 400 GE, das Betriebsoptimum liegt bei 200 ME
und die minimalen Stiickkosten betragen 11 GE/ME.

Die Nachfragefunktion lautet: p(x) = 28 - 0,04x.

Ermittle die Betriebskostenfunktion, berechne die Gewinngrenzen und
den Cournot'schen Punkt.

Die Fixkosten fir die Erzeugung eines Artikels betragen 8000 GE, die
Grenzkostenfunktion lautet K'(x) = 0,05x + 60. Die Nachfrage gehorcht der
Funktion p(x) = -0,045x + 270. Ermittle die Betriebskostenfunktion, de
Cournot'schen Punkt und den maximalen Gewinn.

Die Nachfragefunktion fiir einen Artikel lautet p(x) = 200 - 4x. Ein Monopolbetrieb
hat die Grenzkosten K'(x) = 0,3x2 - 4x + 25, die Gewinnschwelle liegt bei 10 ME.
Ermittle die Kostenfunktion, die Gewinngrenze, den Cournot'schen Punkt und
den maximalen Gewinn.

Die Kostenfunktion eines Monopolbetriebs lautet: K(x) = 0,15x2 + 8x + 3600.
Von der Nachfragefunktion p(x) sind folgende Werte bekannt:

X 115 140 180 252 310

px) 75 73 70 67 65

Ermittle die Gleichung der Nachfragefunktion mittels linearer Regression.
(Runde a auf 2 Dezimalen und b auf Ganze.) Berechne die Grenzen des
Gewinnbereichs und den Cournot'schen Punkt.
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(20) In einem Geschaft werden jahrlich 36 Kihlschranke eines bestimmten Typs
verkauft. Bei jeder Bestellung fallen Fixkosten von B = 100 GE an. Die Lager-
kosten betragen L = 200 GE pro Stiuick und Jahr.

(&) Wie viele Gerate sollen bei einer Bestellung geordert werden, damit die
Gesamtkosten minimal werden?

(b) Wie andert sich das Ergebnis, wenn die Lagerkosten auf 450 GE steigen?

(c) Wie grol3 ist die optimale Bestellmenge, wenn die Fixkosten pro Bestellung
400 GE betragen?

(Anleitung: Wenn jeweils x Stlck bestellt werden, missen pro Jahr 36/x Bestellungen
getatigt werden, das ergibt B*36/x GE Fixkosten. Man kann annehmen, dass das Lager
im Durchschnitt halbvoll ist, die Lagerkosten betragen daher insgesamt L*x/2 GE.)

Anhang: Losungen zur Kosten- und Preistheorie

(1) a) K(X) = 1,2x + 300
b) K(x) = 2,5 + 500
c) K(x) = 2x + 800

(2) K(x)=1,5x + 250 /500 / nein

(3) a) Ks(x) = 0,1x + 2 + 40/X; Xopt = 20; Ks(Xopt) = 6
b) Ks(x) = 0,05x + 1,6 + 28,8/X; Xopt = 24; Ks(Xopt) = 4
) Ks(x) = 0,03x + 0,5 + 50/X; Xopt ~ 41; Ks(Xopt) = 2,95
d) Ks(x) = 0,01x + 0,25 + 72/X; Xopt ~85; Ks(Xopt) = 1,95

(4) a) K(x) = 0,001x? + 5x + 250; Xopt = 500; Ks(Xopt) = 6
b) K(x) = 0,0025x2 + 6x + 800; Xopt = ~566; Ks(Xopt) = 8,83
c) K(x) = 0,1x2 + 5x + 800; Xopt ~ 89; Ks(Xopt) = 22,89
d) K(x) = 0,1x2 + 20x + 1000; Xopt = 100; Ks(Xopt) = 40
e) K(x) = 0,005x2 + 1120; Xopt ~ 473; Ks(Xopt) = 4,73

(5) a) K(x) = 0,02x2 + 80x + 800; Xopt = 200; Ks(Xopt) = 88
b) K(x) = 0,005x? + 12x + 1800; Xopt = 600; Ks(Xopt) = 18

(6) @) Xw = 2; Xopt ~ 8; Xmin = 3; LPU = 9,55; KPU = 4,55
b) Xw = 50; Xopt ~ 79; Xmin = 75; LPU = 80,48; KPU = 67,5
C) Xw = 250; Xopt ~ 408; Xmin = 375; LPU = 87,42; KPU = 59,38
d) Xw = 25; Xopt ~57; Xmin = 37,5; LPU = 8,83; KPU = 3,69

(7) xw = 10; Xmin = 15

(8) a) K(x) = 0,02x - 3x2 + 180 x + 1000
b) K(x) = 0,01xC - 0,4x2 + 6x + 200
c) K(x) = 0,025x2 - 0,75x2 + 60x + 3200
d) K(x) = 0,002x - 0,18x2 + 7,8 + 9450



(9) K(x) =0,001x3 - 0,2x2 + 180x + 36000; xw ~ 67

(10) a) x1 = 10; X2 = 40; Xgmax = 25; Gmax = 22,5
b) x; = 20; X2 = 260; Xgmax = 140; Gmax = 720
c) X1 =400; X2 = 1600; Xgmax = 1000; Gmax = 720
d) X3 = 900; x2 = 10000; Xemax = 5450; Gmax = 20702,50
€) X1 = 70; X2 = 270; Xgmax ~ 181; Gmax = 8515,70
f) Xq ~ 227; X2 ~ 604; Xgmax ~ 448; Gmax = 18252,60

(11) a) p(x) =-0,2x + 60; pmax = 60; Xs = 300; Xgmax = 150
b) p(x) = -0,1x + 180; pmax = 180; Xs = 1800; Xgmax = 900
) p(x) = -0,25x + 150; pmax = 150; Xs = 600; Xgmax = 300
d) p(x) = -0,05x + 25; pmax = 25; Xs = 500; Xgmax = 250

(12) a) p(x) = 0,01x2 - 2,6x + 160; pmax = 160; Xs = 100; Xgmax = 40
b) p(x) = 0,001x2 - 1,6Xx + 550; Pmax = 550; Xs = 500; Xgmax ~ 215
C) p(x) = -0,015x2 + 24; pmax = 24; Xs = 40; Xgmax ~ 23

(13) a) x3 = 10; x2 = 50; C(30/13)
b) x1 ~ 14; x, ~ 536; C(275/54)
C) X1 ~ 17; Xo ~ 133; C(75/4)
d) x; = 80; x2 = 4220; C(2150/78,50)

(14) a) Xemax = 30; pemax = 12; Gmax = 70
b) Xemax ~ 67; Pemax = 16,65; Gmax = 501,87
C) Xemax = 10; pemax = 60; Gmax = 230
d) Xemax ~ 25; Pemax = 30; Gmax = 282,50

(15) X1~ 7; X2 ~ 57; C(32/45); Gmax = 780

(16) K(x) =0,01x2 + 7x + 400; x; = 20; x» = 400; C(210/19,6)

(17) K(x) =0,025x2 + 60x + 8000; C(1500/202,50); Gmax = 149500

(18) K(x) =0,1x3 - 2x2 + 25x + 1450; x, ~ 26; C(18/128); Gmax = 468,80
(19) p(x) =-0,05x + 80; x1 = 60; x2 = 300; C(180/71)

(20) a) 6
by 4
c) 12



INPUT-OUTPUT-ANALYSE

Eine kurze Einfihrung mit Beispielen
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Input-Output Analyse
Ein einflihrendes Beispiel

(1) Der Ackerbau produziert 450 g Weizen und bendtigt dafiir 2009 Weizen, 71
Eisen und 18 Schweine.

(2) Die Industrie produziert 21¢ Eisen und ben&tigt dafiir 90 g Weizen, 6t Eisen
und 12 Schweine.

(3) Die Viehzucht produziert 60 Schweine und bendtigt dafiir 120g Weizen, 3¢
Eisen und 15 Schweine.

Verwendung durch
Output Ackerbau Industrie Viehzucht Endverbrauch

Weizen 450 = 200 + 90 + 120 + 40
Eisen N = ¥ + 6 + 3 - 5
Schweine 60 = 18 + 12 + 15 + 15

Input-Output Tabelle:

Verwendung durch
Output Ackerbau Industrie Viehzucht FEndverbrauch
Weizen 450 = 200 + 90 4+ 120 + 40
Fisen 91 = 7 = 6 = 3 i 9
Schweine | 60 = 18 4+ 12 4+ 15 + 15
Lieferungen an
Sektor 1 Sektor 2 Sektor 3 | Endverbrauch
von Sektor 1 200 90 120 40
von Sektor 2 7 6 3 5
von Sektor 3 18 12 15 15
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Technologiematrix: Bedarfsmatrix der Wirtschaftssektoren

0,4444 4,2857 2,000
0,0156 10,2857 0,0500
0,0400 0,5714 0,2500

200 90 120
450 21 60
=F % w 3
A 450 21 60
8 12 15
480 21 60

Interpretation der Technologiematrix:

410 o
18
45 450

Dabeil bedeutet:

90
21

21
12
21

Ble Zeo Z

y: Erforderlicher Inputvektor in die Wirtschaftssektoren zur Produktion des geplanten Output-
velctors x. Die Uberschiisse x — y bleiben fiir den den Endverbrauch b:

x=y+b=Ax+b

Input-Output Gleichung:

x=Ax+hb

Aufteilung des Outputvektors x nach seiner Verwendung:

200 90

450 %0 31
o t. i

60 =

450 21

g5 8l

450 40
21 | + i
60 15
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Die Grundbegriffe

Die Input-Output Tabelle ist ein Gleichungssystem, welches die Qutputmengen nach ihrer Ver-
wendung aufgliedert:

Verwendung durch
Sektor 1 Sektor 2 Sektor 3 Endverbrauch

Sektor1 |z1= x11 + =32 + =3 + by
Sektor 2 | zo= 91 + T + s + by
Sektor 3 |za= ®31 + T3 + mg + by

Die Zeilensummen der Input-Output Tabelle ergeben den gesamten Output des jeweiligen Sek-
tors:

Ti=raut T toatbh, i=123.

Um eine Einheit seines Produktes zu erzeugen, bendtigt der Wirtschftszweig § genau
)
Q5 * z;
Einheiten von Produkten des Wirtschaftszweiges i.
Wir fasgsen diese Grofien in einer Matrix zusammen:

a1 a1z Qi3

A=| an ax an
a3l a3z as3

Diese Bedarfsmatrix heifit Technologiematrix oder Leontieffmatrix.

Die Input-Output Gleichung
Das Gleichungssystem der Input-Output Tabelle hat nun die Form:

1 = auzr + aieze + awzrz + b
Tz = a1 + ey + apyry + bo ~ x=Ax+b
Ty = amZT + anzs + aupzz + by

Definition

Es sei A eine n X n-Matrix mit nichtnegativen Elementen und b € R" sei ein Vektor mit
nichtnegativen Komponenten. Dann heifst die Matrixgleichung

x=Ax+b

Input-Output Gleichung.
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Statisches Gleichgewicht
Fragestellung:

Wie mufs der Outputvektor x gewihlt werden, um einen bestimmten Endverbrauchsvektor b zu
befriedigen ?

Antwort:

x=(E—A)'b

Beweis:
x=Ax+b
> x—Ax=b => (E—A)x=b = x=(E—A)"'bh.

Stichwort: Input-Output Analyse

Musteraufgabe

Ein Konzern bestehe aus den Teilbereichen Erzabbau (R), Stahlerzeugung (S) und Handelsbe-
triebe (H). Die Teile beliefern einander, verkaufen aber auch selbstindig. Die folgende Tabelle
enthilt die Mengen der Lieferungen fiir die drei Teilbereiche:

an R an S an H | Verlauf
R 0 250 100| 100
S 50 0 250 | 350
H| 100 150 0| 250

(a) Wie hoch ist der Output der drei Teilbereiche ?

Lésung:

anR an S an H | Verkauf
R 0 250 100 100

S 50 0 250 | 350
H| 100 150 0| 250

450 Qutput von R
Gesamtoutput = Zeilensummen: x = | 650 | = Output von 5
500 Qutput von H
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(b) Wie lautet die Technologiematrix ?

Lésung;:

Technologiematrix A = Zusammenfassung der Bedarfsvektoren der drei Sektoren
Bedarf zur Produktion je 1 Mengeneinheit des Sektors

0 250 100

2 B o 0 0,3846 0,2
A=12 & Bl=|0111 ¢ 05

100 180 0

i B L 0,2222 0,2308 0

(c) Wie muf sich der Output &ndern, wenn der Verkauf in den Bereichen Stahlerzeugung und
Handelsbetriebe um 10% gesteigert werden soll ?

Lésung:

Steigerung der Verkaufs von S und H um je 10%:

100 100
b=| 350435 | =] 38
250 + 25 275

Wir miissen x=(E— A)~'b berechnen ...
Berechnung von (E — A)™":

100 0 0,3846 0,2
E-A = g 10 ]|-—-] 01111 0 0,5
001 0,2222 0,2308 0

1 —0,3846 —0,2

= | —o0,1111 1 —0,5
—0,2222 —0,2308 1

( 1,1802 0,5747 0,5234 )

0,2965 1,2748 0,6967
0,3307 0,4219 1,2771

(BE—A)" =

1,1802 0,5747 0,5234 100 483, 2145
(E—A)'-b=| 0,2065 1,2748 0,6967 |.| 385 | = | 712,0405

0,3307 0,4219 1,2771 275 546, 704
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(d) Welchen Qutput braucht man, um genau 1 Mengeneinheit von R an den Endverbrauch zu
liefern 7

Lésung: Marginaler Qutput

/ 1,1802 0,5747 0,5234 1
(E—A)'b = | 0,2965 1,2748 0,6967 |-| ©
0

\ 0,3307 0,4219 1,2771

[/ 1,1802 von R
= 0, 2965 von S
\ 0,3307 / vonH

d.h.: Die Spalten von (E — A)~! geben an, welcher QOutput bendtigt wird, um genau eine Men-
geneinheit des jeweiligen Sektors an den Endverbrauch zu liefern.

Stichwort: Statisches Gleichgewicht
Musteraufgabe: Einfiihrungsbeispiel mit neuer Endnachfrage

Die Lieferungen der Industrie an den Endverbrauch sollen verdoppelt, und die Lieferungen der
Landwirtschaft an den Endverbrauch sollen halbiert werden.

Losung:
0,4444 4,2857 2,000 20
A =] 0,056 0,2857 0,0500 |, b= 10
0,0400 0,5714 0,2500 7,9

3,4208 29,3897 11,0814
(E—A)'=| 0,0922 2,2709 0,3972

0,2527 3,2976 2,2270

445,42
x={BE—A)'b=] 2753
54,73



