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Logik und Mengenlehre 
 
 
 
Logik und Mengenlehre bilden die Grundlagen der Mathematik. 
Sie stellen jene Werkzeuge bereit, mit denen gearbeitet wird. 
In diesem Kapitel soll nur ein kurzer Überblick gegeben werden. 
 
 
Die Logik 
 
Die Logik ist die Wissenschaft vom formal richtigen Denken. 
In der Junktorenlogik werden Aussagen und ihre Verbindungen analysiert. 
Die Quantorenlogik analysiert deren innere Struktur. 
 
Eine Aussage (A) ist entweder wahr (w) oder falsch (f).  
Die Aussagen werden mit Hilfe von Junktoren (nicht, und, oder,...) 
zu Aussagenverbindungen zusammengefügt.  
 
Die Bewertung der Aussagenverbindungen ist für die so genannten 
Basis-Junktoren durch Wahrheitstabellen festgelegt. 
 
 
       A: f f w w 
 nicht A: w w f f   (Negation  A) 
 
 
       A: f f w w 
       B: f w f w    
 A und B: f f f w   (Konjunktion A  B) 
 
 
       A: f f w w 
       B: f w f w    
A oder B: f w w w   (Adjunktion A  B) 
                    (einschließendes oder)   
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Bei der Negation einer Aussage (nicht A,  A) 
kehrt sich der Wahrheitswert um. 
 
Eine Konjunktion (A und B, A  B) ist nur dann wahr, 
wenn beide Aussagen zugleich wahr sind. 
 
Die Adjunktion (A oder B, A  B) ist nur dann wahr, 
wenn mindestens eine Aussage wahr ist. 
 
Mit Hilfe dieser Basis-Junktoren werden alle weiteren 
komplexeren Verbindungen von Aussagen aufgebaut.  
Einige Beispiele sind: 
 
                A: f f w w 
                B: f w f w  
entweder A oder B: f w w f   (Disjunktion, A  B) 
                             (ausschließendes oder) 
 
                A: f f w w 
                B: f w f w    
   weder A noch B: w f f f   (not or, A nor B) 
 
 
                A: f f w w 
                B: f w f w    
    wenn A dann B: w w f w   (Implikation, A  B) 
                             (Folgerung) 
 
                A: f f w w 
                B: f w f w    
 A gleichwertig B: w f f w   (Äquivalenz, A  B) 
                             (Gleichwertigkeit,=) 
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Eine Aussagenverbindung heißt Tautologie, 
wenn sie immer wahr ist, d.h. unabhängig von den 
Wahrheitswerten ihrer Einzelaussagen ist sie immer wahr.  
Tautologien sind daher die allgemein gültigen Spielregeln 
unseres Denkens. 
 
Der Nachweis, ob eine Aussagenverbindung 
eine Tautologie ist, wird dadurch erbracht, 
dass für jede mögliche Belegung der Einzelaussagen 
mit wahr oder falsch mit Hilfe der Wahrheitstabellen der 
Wahrheitswert der Aussagenverbindung ermittelt wird. 
 
Beispielsweise bedeutet  (A  B)  =  (A  B)   (A  B) 
eine gleichwertige Darstellung der Disjunktion.   
Beweis der Richtigkeit von  (A  B)  =  (A  B)   (A  B): 
 
Fall 1:  A = f, B = f 
(A  B)  =  f 
(A  B)   (A  B)  =  (f  f)   (f  f)  =  (f   f)  =  (f  w)  =  f 
also gilt  f = f  (w) 
 

Fall 2:  A = f, B = w 
(A  B)  =  w 
(A  B)   (A  B)  =  (f  w)   (f  w)  =  (w   f)  =  (w  w)  =  w 
also gilt  w = w  (w) 
 
Fall 3:  A = w, B = f 
(A  B)  =  w 
(A  B)   (A  B)  =  (w  f)   (w  f)  =  (w   f)  =  (w  w)  =  w 
also gilt  w = w  (w) 
 
Fall 4:  A = w, B = w 
(A  B)  =  f 
(A  B)   (A  B)  =  (w  w)   (w  w)  =  (w  w)  =  (w  f)  =  f 
also gilt  f = f  (w) 
 
Ergebnis:  In allen vier Belegungsmöglichkeiten mit  f  oder  w  erweist 
sich die Gleichwertigkeit der beiden Aussagen als richtig. 
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Weitere wichtige Tautologien: 
 
T01:    Regel vom ausgeschlossenen Dritten:    (A  A) 
T02:    Regel vom zu vermeidenden Widerspruch:    (A  A) 
T03:    Regel von der doppelten Verneinung:    A =  ( A) 
T04:   Deduktionsregel:     ((A  B)  A)  B 
T05:    Kontrapositionsregel:   ((A  B)  B)  A 
T06:    Regel vom Kettenschluss:    (A  B)  (B  C)  =  (A  C) 
T07:   Erste De Morgansche Äquivalenz:     (A  B)  =  A  B 
T08:   Zweite De Morgansche Äquivalenz:     (A  B)  =  A  B 
T09:   Äquivalenz und Implikation:   (A  B)  = ( A  B)  (B  A) 
T10:   Äquivalenz und Disjunktion:   (A  B)  =  (A  B) 
 
Damit sei der Exkurs in die Junktorenlogik abgeschlossen. 
 
Die Quantorenlogik befasst sich mit der inneren Struktur der Aussagen, 
welche in einer Zuordnung eines Prädikates  P  zu einem Subjekt  x  besteht. 
Diese Zuordnung P(x) wird mit Hilfe von Quantoren (alle, einige, keine, nicht alle) 
näher bestimmt. 
 
Die Wahrheit der All-Aussage "Alle Menschen sind sterblich" 
ist dann gegeben, wenn das Prädikat P (sterblich) auf alle 
Individuen  x  einer Grundmenge  { x1, x2, ..., xN }  zutrifft,  
d.h. es gilt die mehrgliedrige Konjunktion:  P(x1)  P(x2)  ....   P(xN). 
 
Die Existenz-Aussage "Einige Menschen sind ehrlich" 
ist dann wahr, wenn das Prädikat P (ehrlich) auf mindestens 
ein Element  x  einer Grundmenge  { x1, x2, ..., xN }  zutrifft,  
d.h. es gilt die mehrgliedrige Adjunktion: P(x1)  P(x2)   ....   P(xN). 
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     Eine quantorenlogische Aussage heißt dann allgemein gültig, 
     wenn sie in allen Individuenbereichen wahr ist. Zum Nachweis 
     einer solchen Allgemeingültigkeit genügen die einfachen 
     Wahrheitstabellen der Junktorenlogik offensichtlich nicht, 
     denn wie sollte die Wahrheit einer Aussage in einer beispielsweise  
     unendlich großen Menge für jedes einzelne Individuum überprüft werden?  
 
     Man behilft sich nun damit, dass man bestimmte, offenkundig ein- 
     sichtige (evidente)  Aussagen als allgemein gültige Grundgesetze  
     (Axiome) voraussetzt. Aus diesen kann man dann weitere Aussagen ableiten.  
 
     Vier quantorenlogische Aussagen werden oft als solche Axiome genommen: 
 
     (A01)   für alle x gilt P(x)          =   für kein x gilt  P(x) 
     (A02)   für einige x gilt P(x)      =   für nicht alle x gilt  P(x) 
     (A03)   für alle x gilt  P(x)       =   für kein x gilt P(x) 
     (A04)   für einige x gilt  P(x)   =   für nicht alle x gilt P(x) 
 
     Dabei handelt es sich um allgemein und teilweise bejahende, 
     so wie um allgemein und teilweise verneinende Urteile. 
 
     Der Allquantor wird mit  bezeichnet, der Existenzquantor mit  .  
     Damit können die vier Axiome A01, A02, A03, A04 folgendermaßen 
     symbolisiert werden. Das Symbol F(x) bezeichnet eine Attribution,  
     d.h. eine Begriffszuordnung einer Eigenschaft F zu einem Individuum x. 
 

    (A01)            x: F(x)      (x: F(x))    (alle = keines nicht) 
    (A02)         x: F(x)         (x: F(x))    (alle nicht = keines) 
    (A03)       (x: F(x))           x: F(x)   (nicht alle = mindestens eines nicht) 
    (A04)    (x: F(x))               x: F(x)    (nicht alle nicht = mindestens eines) 
 
 
    Nach Aristoteles werden bei der Begriffszuordnung in einer Aussage  
    zwei Kategorien benötigt, die Qualität und die Quantität. Der Qualität  
    nach gibt es affirmative (bejahende) und negative (verneinende) Urteile. 
    Der Quantität nach gibt es universelle (allgemeine) und partikuläre 
    (teilweise) Urteile. 
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Entsprechend ihrer Qualität und  Quantität werden vier Urteilsformen (Modi) 
unterschieden, welche durch die Vokale a, i, e und o gekennzeichnet sind.  
Diese sind der jeweils erste und zweite Vokal der Worte affirmo (ich bejahe) und 
nego (ich verneine). Zur Illustration werden für jeden Modus Beispiele ange- 
geben, und dann werden diese in der Mengenlehre und in der Quantorenlogik  
formalisiert. „S“ symbolisiert den Subjektsbegriff und „P“ das Prädikat. 
 
(1)   allgemein bejahend (a): Alle Schüler [S] sind fleißig [P]. 
(2)   teilweise bejahend (i):   Einige Schüler [S] sind fleißig [P]. 
(3)   allgemein verneinend (e):   Alle Schüler [S] sind nicht fleißig [P]; 
  bzw. Kein Schüler [S] ist fleißig [P].  
(4)   teilweise verneinend (o):  Einige Schüler [S] sind nicht fleißig [P];   
 bzw. Nicht alle Schüler [S] sind fleißig [P].  
 
Die Attribution S(x) bedeutet dabei, dass x ein Element einer Menge S ist (x  S).  
Übersetzt man diese Aussagenstruktur in die Sprache der elementaren Mengen- 
lehre, dann entsprechen die Begriffsumfänge den Mengen, und die Urteilsmodi  
kennzeichnen die Beziehungen, die zwischen den einzelnen Mengen bestehen.    
Wichtige Mengenoperationen:  
 
  = Element von,  = eine Teilmenge von,  
{ } = leere Menge,  = Durchschnitt,  = Vereinigung, 
P´ = Komplementärmenge, Q \ R = Differenzmenge. 
 
(1)   allgemein bejahend (a):     S a P,    (S  P),            x: (S(x)  P(x)) 
(2)   teilweise bejahend (i):        S i P,      (S  P)  {},     x: (S(x)  P(x)) 
(3)   allgemein verneinend (e):  S e P,     (S  P´),           x: (S(x)  P´(x)) 
(4)   teilweise verneinend (o):    S o P,     (S  P´)  {},    x: (S(x)  P´(x)) 
 
Beispiel:   Nicht alle Sportler [S] leben gesund [P]. 
 
(S o P) Klassische Logik 
(S  P´  {}) Mengenlehre 
x: (S(x)  P´(x)) Quantorenlogik 
 
An ein Axiomensystem der Quantorenlogik (Prädikatenkalkül) werden bestimmte 
Forderungen, wie Widerspruchsfreiheit, Unabhängigkeit, Konsistenz, Entscheid- 
barkeit oder Vollständigkeit gestellt. Diese sollen hier nicht erörtert werden, 
hingegen aber ein kurzer Überblick über die Mengenlehre. 
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Die Mengenlehre 
 
Eine Menge ist die Zusammenfassung von Elementen zu einer Ganzheit, 
wo alle Elemente der Menge ein bestimmtes Merkmal (Eigenschaft, Prädikat  P) 
aufweisen. Man schreibt:  Menge A = { x | P(x) }. Das sind alle Elemente  x, 
für die das Prädikat  P  gilt. 
 
Der Elementoperator   gibt an, ob ein Element  x  in der Menge A liegt 
( x  A ) oder nicht ( x  A ). 
 
Mengen A, B, C, ... werden durch sprachliche Aussagen definiert. Mit Hilfe von 
Aussagenverbindungen können dann auch zusammengesetzte Mengen gebildet 
und allgemein gültige Regeln hergeleitet werden. Folgende wichtige Mengen-
operationen werden verwendet: 
 
Mit  {}  wird die leere Menge bezeichnet. 
 
Eine Menge A  ist eine Teilmenge einer Menge B, wenn alle Elemente von A 
auch in B liegen (A    B),  d.h. x: ((x  A) ( x  B)). 
 
Die Komplementärmenge  A  ́ zur Menge  A  besteht aus jenen Elementen, 
welche zwar in einer Grundmenge  G,  aber nicht in  A  liegen, 
d.h.  A´  =  { x | (x  G)  (x  A) }. 
 
Der Durchschnitt zweier Mengen (A  B) besteht aus jenen Elementen, 
die in A und in B liegen, d.h.  (A  B)  =  { x | (x  A)  (x  B) }. 
 
Die Vereinigung zweier Mengen (A   B) besteht aus Jenen Elementen, 
die in A oder in B liegen, d.h.  (A  B)  =  { x | (x  A)  (x  B) }. 

 
Jene Elemente einer Grundmenge G, welche zwar in A, aber nicht in B liegen, 
bilden die Differenzmenge  (A \ B)  =  { x | (x  A)  (x  B) }. 
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Die Elemente einer Menge können im aufzählenden Verfahren in einer 
Mengenklammer aufgeschrieben werden.  
 
Sie können auch grafisch in einem Mengendiagramm dargestellt werden.  
 
Ein Element  x  darf in einer Menge  M  nur einmal gezählt werden. 
Die Anzahl der Elemente einer Menge  A  heißt Mächtigkeit n(A). 
 
 
G = "Alle natürlichen Zahlen kleiner als 16" 
G = { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 } 
 
A = "Alle geraden natürlichen Zahlen kleiner als 16" 
A = { 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 }  
 
B = "Alle durch 3 teilbaren natürlichen Zahlen kleiner als 16" 
B = { 3, 6, 9, 12, 15 } 
 
Durschnitt  A  B  =  { 6, 12 } 
Vereinigung A  B   =  {  0 , 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15 } 
Komplement    A´   =  { 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15 } 
Differenz     A \ B   =  { 0, 2, 4, 8, 10, 14 }  
 
 
Mit Hilfe der Logik und veranschaulicht durch grafische Diagramme 
können nun allgemein gültige Gesetze über die Verbindung von Mengen 
hergeleitet werden.  
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Die Operationen Durchschnitt () und Vereinigung ()  sind assoziativ, komrnutativ 
und zueinander distributiv. Es gelten auch die „De Morganschen Äquivalenzen“.  
 
M01:   A  B  C  =  A  (B  C) 
M02:   A  B  C  =  A  (B  C) 
 
M03:   A  B  =  (B  A) 
M04:   A  B  =  (B  A) 
 
M05:   A  (B  C)  =  (A  B)  (A  C) 
M06:   A  (B  C)  =  (A  B)  (A  C)  
 
M07:   (A  B)’  =  A’  B’ 
M08:   (A  B)’  =  A’  B’ 
 
Für die Differenzmenge gilt:  
 
M09:  (A \ B)\ C  =  A \ (B  C) 
M10:  A \ (B \ C)  =  (A \ B)  (A  C) 
M11:  (A  B)\ C   =  (A \ C)  (B \ C) 
M12:  (A  B)\ C   =  (A \ C)  (B \ C) 
M13:   A \(B  C)  =  (A \ B)  (A \ C) 
M14:   A \(B  C)  =  (A \ B)  (A \ C) 
 
Beweis von Lehrsatz  M11  mit Hilfe von Mengendiagrammen. Dabei wird zuerst 
die linke Menge  (A  B) \ C und dann die rechte Menge (A \ C)  (B \ C) 
gezeichnet und zuletzt die Gleichheit der beiden Mengen überprüft. 
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Die Potenzmenge 
 
Die Potenzmenge P(G) ist die Menge aller Teilmengen von G.  
 
Es sei  G  eine endliche Menge mit  n  Elementen. 
Dann besteht die Potenzmenge aus der leeren Menge {},  
aus allen einelementigen, zweielementigen Teilmengen, … … 
und aus der Menge G selbst. 
Insgesamt besteht die Potenzmenge P(G) aus  2n  Teilmengen. 
 
Beispiel:  G = { 1, 2, 3 } 
P(G) = {}, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3} 
n(P(G)) = 23 = 8 
 
 
Die Produktmenge 
 
Die Produktmenge A  B zweier Mengen besteht aus allen  
geordneten Paaren (x, y), deren erstes Element x aus A und 
deren zweites Element y aus B ist.  
 
Beispiel:  A = { 1, 2, 3 }  und  B = { a, b }. 
A  B =  { (1,a),  (2,a),  (3,a),  (1,b),  (2,b),  (3,b) } 
n(A) = 3, n(B) = 2, n(A  B) = 6. 
 
Für die Mächtigkeiten der Mengen gilt:  n(A  B) = n(A) * n(B).  
 
Die Produktmenge wird grafisch im kartesischen Koordinatensystem  
in der Ebene als Punktmenge { P(x/y) } dargestellt. 
 
Damit ist auch der kurze Exkurs in die Mengenlehre beendet. 
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Mathematische Beweisverfahren 
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Natürliche und ganze Zahlen 
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Die Teilbarkeit der ganzen Zahlen 
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Rationale und reelle Zahlen 
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Potenzen und Wurzeln 
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  Komplexe Zahlen 
 
 
 
 
 
  Komplexe Zahlen, Theorie     [48] 
 
  Komplexe Zahlen, Beispiele   [55] 
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Komplexe Zahlen, Theorie 
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Quadratische Gleichungen 
 
 

 
 
 
 
 
 
 



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 3                                                                                  63 

 
 
 

 
 
 
 
 
 



64                                                                                  Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 3 

 
 
 

 
 
 
 
 
 



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 3                                                                                  65 

 
 
 

 
 
 
 
 



66                                                                                  Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 3 

 
 
 

 
 
 
 
 
 



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 3                                                                                  67 

 
 
 
Der Fundamentalsatz der Algebra 
 

 
      Jede Polynomfunktion p(n,x) besitzt mindestens eine Nullstelle. 
 
 
 
 
 



68                                                                                  Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 3 

 
         Der Beweis des Fundamentalsatzes ist für Polynome mit geradem Grad 
         schwierig. Für Polynome mit ungeradem Grad kann der Beweis mithilfe 
         des Zwischenwertsatzes sehr leicht geführt werden. Der Grad eines Poly- 
         noms ist durch die größte Hochzahl  n  des Polynoms  p(n,x)  gegeben. 
 

 
 
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
     

            
         Jede Polynomfunktion f(x) = p(n,x) ist stetig, weil sie nur aus stetigen 
         Potenzfunktionen zusammengesetzt ist. Der Grad n von p(n,x) sei 
         ungerade. Dividiert man das Polynom durch den Koeffizienten a(n), 
         dann erhält man das normierte Polynom  g(x) = x^n + p(n-1,x), das die 
         gleichen Nullstellen hat. Wählt man eine Zahl  c  mit  c^n > |p(n-1,c)|, 
         dann gilt offensichtlich:  g(c) > 0 und g(-c) < 0. Nach dem Zwischenwert- 
         satz, muss es dann eine Nullstelle ß zwischen  –c  und  +c  geben. 
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Intervallschachtelungen 
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Reelle Nullstellen 
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