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Allgemeine Definition von Funktionen

Eine Funktion f ist eine eindeutige Zuordnung von Elementen y
einer Wertemenge W zu Elementen x einer Definitionsmenge D.
Jedem Argument x ist genau ein Funktionswert y zugeordnet.
Die Zuordnung ist festgelegt durch eine Zuordnungsvorschrift,
meistens in Form einer Gleichung y = f(x). Man sagt "f von x".

Beispiel: D = reelle Zahlen R, W =R, y = f(x) = 2*x.
Jeder reellen Zahl x wird ihr doppelter Wert zugeordnet.
z.B.f(-3) =-6, f(0)=0, f(4.5) =9, usw.

Beispiel: D = positive Zahlen R+, W = R+, y = f(x) = sqrt(x).
Jeder positiven reellen Zahl x wird ihre Wurzel zugeordnet.
Wiirden wir alle reellen Zahlen als Wertemenge W zulassen,
dann wére diese Zuordnung zweideutig, weil (+y)* = (-y)? ist.
z.B.f(1) = +1, f(2) = +1.41..., f(9) = +3, usw.

Zwei elementare Funktionen:

D=R, W=R, y=f(x) =c. Konstante Funktion y = c(x).
Hier wird jedem Argument x eine feste Zahl c zugeordnet.

D=R, W=R, y=f(x) =x. Identische Funktiony = i(x).
Hier wird jedes Argument x auf sich selbst abgebildet.
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Grafische Darstellung von Funktionen.

20

Beispiel: y =%"2/10 mit D =[-20,+20],|W = R.

P(8/6.40)

0
x=8

y = f(8) = 6.40

Berechnet man zu den Argumenten x aus D die zugeordneten

Funktionswerte y = x*2/10 und zeichnet

die Punkte P(x/y) in

ein kartesisches Koordinatensystem in|der Ebene, dann erhalt

man das grafische Schaubild der Funkti

on.

-20



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 4

Zusammensetzung von Funktionen

Gegeben sind Funktionen auf der gleichen Definitionsmenge.
Erzeugt man eine neue Funktion, indem man die gegebenen
Funktionen addiert, subtrahiert, multipliziert oder dividiert,
dann spricht man von einer zusammengesetzten Funktion.
Beispielsweise h(x) = f(x) + g(x).

Verkettung von Funktionen

Gegeben sind zwei Funktionen f und g in der Weise, dass
die Wertemenge der ersten Funktion in der Definitionsmenge
der zweiten Funktion liegt. Wird der Funktionswert von f zum
Argument von g, dann erhélt man eine verkettete Funktion.
h(x) = g(f(x)) mit f als "innerer" und g als "auBerer" Funktion.

Umkehrung von Funktionen

Wenn eine gegebene Funktion y = f(x) eineindeutig ist, d.h.
jedem Funktionswert y entspricht genau ein Argument x,
dann existiert eine Funktion x = g(y) in der Weise, dass die
Verkettung g(f(x)) = i(x) die identische Funktion ist. Diese
Funktion g heilit Umkehrfunktion von f. Beispielsweise ist
x = y/2 die Umkehrfunktion von y = 2*x, weil (2*x)/2 = x ist.
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Definitionsmenge und Wertemenge seien immer die reellen Zahlen.
Beispiel einer Zusammensetzung von Funktionen:

fy=1f(x)=x"2
g:y=g(x) =3"x-1
h:y = h(x) = f(x) + g(x) = x*2 + 3*x - 1

Beispiel einer VVerkettung von Funktionen:

f:y=f(x)=x"2

g:y=g(x) =3"x-1

h:y = h(x) = g(f(x)) = 3*x*2 - 1

Der Funktionswert von f wird zum Argument von g.

Beispiel einer Umkehrung von Funktionen:

fy=f(x) =x"2

9:x = g(y) = sqr(y)

Namenstausch von x und y:

9:y = 9(x) = sqrt(x)

Verkettung g(f(x)) = sqrt(x"2) = x = i(x)

Die Verkettung einer Funktion f mit ihrer Umkehrfunktion g ergibt
immer die identische Funktion.
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y = f(x) = x*2
Yy=X
y = g(x) = sqrt(x)

Funktion f und Umkehrfunktion g liegen spiegelbildlich zur Geraden y = x.

/ :
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Klassifizierung der Funktionen:
Lineare Funktionen: y = k*x + d mit konstanten k und d aus R.

Potenzfunktionen: y = k*x*n mit Hochzahlen n aus N.

Polynomfunktionen mit reellen Koeffizienten a(0), a(1), . . ., a(n):

y =a(n)*x*n + a(n-1)"x"n-1) + ... + a(2)*x"2 + a(1)*x + a(0).
Die gréRte Hochzahl n aus N heil3t der Grad des Polynoms.

Rationale Funktionen als Quotient zweier Polynomfunktionen
h(x) = f(x) / g(x), wobei h(x) in den Nullstellen des Nennner-
polynoms g(x) nicht definiert oder Unendlich ist. Man spricht
dann von Liicken oder Polstellen der Funktion.

Rationale Funktionen kann man sich als Zusammensetzung
aus der konstanten und der identischen Funktion vorstellen.

Wourzelfunktionen y = x*(1/n) mit Hochzahlen n aus N.
Sie sind die Umkehrungen der Potenzfunktionen y = x*n.

Trigonometrische- und Arcus-Funktionen.
Exponential- und Logarithmus-Funktionen.
Weitere besondere Funktionen.
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Darstellung verschiedener Funktionen

F(X)=3

10

konstante Funktion

F(X)=x

-10

identische Funktion

-10

F(x)= 3
Wertetabelle
X y=F(x)
-5 3
-4 3
-3 3
-2 3
-1 3

0 3

1 3

2 3

3 3

4 3

5 3

F(X) = x
Wertetabelle
X y=F(x)
-5 -5

-4 -4

-3 -3

-2 -2

-1 -1

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5
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F(X)=2"x+3 F(x) = 2*x + 3
Wertetabelle
X y=F(x)
-5 -7
-4 -5
-3 -3
-2 -1
-1 1
0 ) 70 0 3
1 5
2 7
3 9
4 11
5 13
lineare Funktion
A0
10
F(X)=x"2 F(X) = x"2
Wertetabelle
X y=F(x)
-5 25
-4 16
-3 9
-2 4
-1 1
a0 o 70 0 0
1 1
2 4
3 9
4 16
5 25

Potenzfunktion

-10
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F(X}=x"3-2"x"2-3"x+4

Polynomfunktion dritten Grades

7

F(X)=1Ix

7

ratiunalT Funktion

F(X)=x"3-2*x"2-3*x+4

Wertetabelle

X y=F(x)
-5 -96
-4 -40
-3 -8
-2 6
-1 8

0 4

1 0

2 2

3 16

4 38

5 104

F(xX) = 1/x
Wertetabelle
X y=F(x)
-5 -0.20
-4 -0.25
-3 -0.33
-2 -0.50
-1 -1.00

0 undefiniert
1 1

2 0.50

3 0.33
4 0.25

5 0.20



rationale

Funktion

5

F(X)=(x"23"x) I (x-5)

40

a0

rationale

Funktion

40

40
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Fi
F(x) = 1/x"2
F(X)=1/x 2 E _2 __________
Wertetabelle
X y=F(x)
-5 0.04
-4 0.06
-3 0.11
-2 0.25
-1 1.00
= g 5 5 0 undefiniert
1 1.00
2 0.25
3 0.11
4 0.06
5 0.04

FOO=(x"2-3*x)/(x-5)

Wertetabelle

X y=F(x)
-7 -5.83
-6 -4.91
-5 -4.00
-4 -3.11
-3 -2.25
-2 -1.43
-1 -0.67

0 0.00

1 0.50

2 0.67

3 0.00

4 -4.00

5 undefiniert

6 18.00

7 14.00
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F(X)=sqrt(x)

irrationale Funktion (Wurzelfunktion)

-

F(X)=sqrt(25-x"2)

irrationale Funkt

on (Kreisfunktion)

-

F(xX) = sqrt(x)
Wertetabelle

X y=F(x)

-5 undefiniert
-4 undefiniert
-3 undefiniert
-2 undefiniert
-1 undefiniert
0 0.00

1 1.00

2 1.41

3 1.73

4 2.00

5 2.24

F(X)=sqrt(25-x72)

Wertetabelle

X Yy

-7 undefiniert
-6 undefiniert
-5 0.00

-4 3.00

-3 4.00

-2 4.58

-1 4.90

0 5.00

1 4.90

2 4.58

3 4.00

4 3.00

5 0.00

6 undefiniert
7 undefiniert
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Exponential- und Logarithmus-Funktionen

Exponential- und Logarithmus-Funktion

Ist in einer Potenz die Grundzahl (Basis) a eine feste reelle,
positive Zahl und die Hochzahl (Exponent) x eine beliebig ver-
dénderliche reelle Zahl, dann heif3t die entstehende Funktion

y = a*x eine Exponentialfunktion. Ein besonderer Fall ist die
natiirliche Exponentialfunktion, deren Basis die Eulersche
Zahl e ist: y=eMx = exp(x) mit e=2.718...

Der Logarithmus ¢ ist jene Hochzahl mit der man eine Basis a
potenzieren muss, um eine gegebene Zahl b zu erhalten, d.h.
wenn b = a*c, dann schreibt man c = ajlog(b) und sagt dazu:
"c ist der Logarithmus von b zur Basis a".

3llog(81) = 4, weil 374 = 81
10]log(100) = 2, weil 10~(2) = 100
10]l0g(0.01) = -2, weil 10~(-2) = 1/100 = 0.01

Wird die Potenz b als Variable x genommen, erhilt man eine
Logarithmusfunktion y = ajlog(x) mit x = a*y = a*(al]log(x)). So
ist der Logarithmus die Umkehrung der Exponentialfunktion.
Bei a= e spricht man vom natiirlichen Logarithmus y = In(x).
Bei a = 10 spricht man vom dekadischen Logarithmus y = Ig(x).
Alle Logarithmen sind nur fir positive reelle Zahlen definiert.
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Rechnen mit Logarithmen

Weil Logarithmen nichts anderes als Hochzahlen sind, gelten auf
Grund der Potenzregeln folgende logarithmische Rechenregeln:

Es sind x = a*r und y=a"s, d.h. r=log(x) und s =log(y).

Es gilt: log(x * y) = log(x) + log(y), weil x *y=a’*r*a*s=a”(r +s).
Es gilt: log(x /v)=log(x) - log(y), weil x/y=a*r/a’rs=a’r-s).
Es gilt: log(x*n)=n * log(x), weil x*n=(a*r)*n=a%n"r).

Beispiel: Zusammenfassen von Logarithmen mit gleicher Basis

2*log(5) + 3*log(a) - (log(b) + log(c))/2 =
log(25) + log(a®) - log(b*c)/2 =

log(25*a®) - log(sqrt(b*c)) =

log(25*a® f sqrt(b*c))

Beispiel: Umwandeln von Logarithmen mit verschiedener Basis

bjlog(x) / bllog(a) = a|log(x)

Beweis: x = a®(a|log(x)), beidseitiges Logarithmieren ergibt
bllog(x) = bllog(a*(a]log(x))) = ajlog(x) * bllog(a)

bllog(x) / bjlog(a) = a|log(x)
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Logarithmus-Gleichungen

Gleichungen, bei denen die Unbekannte x im Logarithmus
vorkommt, nennt man Logarithmusgleichungen. Diese kéinnen
mit Hilfe der logarithmischen Rechenregeln geldst werden.

Beispiel: In(3)+In(x +4) -In(2*x -8) = 1
In(3*(x+4)/(2*x -8) ) = In(e)

I x+4)/(2*'x -8)= e

Ix+12 = 2%e*x -8B

(3-2%)'x = -B*e -12

X = (B*e+12)/(2*e -3) = 13.85

Probe: In(3.00) + In(17.85) -In(19.70) = 1

Exponential-Gleichungen

Gleichungen, bei denen die Unbekannte x im Exponenten
vorkommt, nennt man Exponentialgleichungen. Diese kdnnen
durch beidseitiges Logarithmieren geldst werden.

Beispiel: 3M2*x+1) =5

(2*x+1)*In(3) = In(5)

2°%x+1 =1In(5) / In(3) = 1.46

Daraus folgt x =0.23, und die Probe ergibt 30.46=5
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MNatiirliche Exponentialfunktion y = e?x =g

mit Basis e = 2.71828183...
Allgemeine Exponentialfunktion y = a*x
mit Basis a> 0

Exponentialfunktion y=e”x
Exponentialfunktion y=10"x
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B
Natlirliche Logarithmusfunktion y = In(x) + e|log(x)
mit Basis e = 2.71828183...
Logarithmusfunktion y = ajlog(x)
mit Basis a> 0

y = In(x)

v = 10]log(x)

Logarithmusfunktion vy = In(x)
Logarithmusfunktion y = 10|log(x)
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Natiirliche Exponentialfunktion y = e*x = exp(x
mit Basis e = 2.71828183...
Logarithmusfunktion y = ajlog(x)

mit Basisa> 0
y=10"x

/ y =10]log(x)

Exponentialfunktion y=10"x
Logarithmiusfunktion vy = 10]log(x)

Ewlersche Zahl e = 2.71828183...
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Ungebremste Wachstumsprozesse

Ungebremstes Wachstum

Ungebremstes Wachstum kann durch folgende Formel
beschrieben werden: y = a*exp(k*x). Dabei ist a

der Anfangswert, y der Endwert nach der Zeit x,

und k ist der Wachstumsfaktor. Dieser beschreibt

die Geschwindigkeit des Wachstums, d.h. die Wert-
zunahme in der Zeiteinheit. Der Wachstumsfaktor
kann sowohl positiv als auch negativ sein.

In der Praxis geht man dabei folgendermalien vor:

Aus empirischen Messungen wird die Verdoppelungszeit
oder Halbwertszeit t eines sich stetig andernden
Wertes bestimmt.

Der Wachstumsfaktor k kann dann ermittelt werden.
Bei Zunahme: 2*a = a*exp(k™t), k =1In(2) / t
Bei Abnahme: a/2 = a*exp(k™), k=1In(0.5) /1

Verschiedene Werte fiir k in obiger Formel fiihren zu
verschiedenen Kurvenverlaufen des ungebremsten
positiven oder negativen Wachstums.
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10

Ungebremstes Wachstum (positiv)
Exponentialfunktion y=a*exp(k*x)
mit festem Anfangwerta = 1

und Verdoppelungszeit t
k=In(2)/t

0 0 T ' 10

Verdoppelungszeitt=3
Wachstumsfaktor k = In(2)/3 = 0.23
y = exp(0.23"x)

-10
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Ungebremstes Wachstum (negativ)
xponentialfunktion y=a*exp(k*x)

mit festem Anfangwerta = 1

und Halbwertszeit t

k =In(0.5) /t

050

0 0 T

Halbwertszeitt = 3
Wachstumsfaktor k = In(0.5)/3 =-0.23
y = exp(-0.23"x)

-10

10
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Gebremste Wachstumsprozesse

Gebremstes Wachstum

Ungebremstes Wachstum eines Merkmals wird durch
die Formel beschrieben: f(x) = a*exp(k*x). a ist der
Anfangswert, f(x) der Endwert nach der Zeit x, und k
ist der Wachstumsfaktor. Dieser Faktor k beschreibt
die Geschwindigkeit des exponentiellen Wachstums.

Die meisten realen Wachstumsprozesse sind aber nicht
ungebremst, weil nur begrenzte Ressourcen vorhanden
sind. z.B. Bakterien auf einem Nahrboden, Lebewesen in
einem Territorium oder Produkte auf dem Markt.

Die Wachstumsgeschwindigkeit ist dabei zuerst langsam,
dann schnell und schlieflich wieder langsam. Weil eine
Begrenzung vorliegt, muss das stetige Wachsen von exp(x)
gestoppt werden. Das kann durch eine Division durch den
Ausdruck (1 + exp(x)) erfolgen. Dadurch strebt die so ge-
bildete Funktion f(x) gegen 1, wenn x gegen "+" Unendlich
strebt. Sie wird hingegen 0, wenn x zu "-" Unendlich wird.
Die Funktion nennt man "einfache logistische Funktion":

(1 + exp(x)) (1 + exp(-x))
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17 (1 + exp(-x))

[f1] Einfache logistische Funktion f(x)
[f2] Logistische Funktion f(x) = 1/ (1 + exp(-k*x)) mitk = 5

[f3] Logistsche Funktion f(x) = 1/ (1 + exp(-k*™)) mit k = 0.5

1

—//——ﬁ

f3 %/‘

i 0 9 ]

Es ist ersichtlich, dass die Funktion ein gebremstes Wachstum
beschreibt. Faktor k steuert die Wachstumsgeschwindigkeit.
Weiters ist zu sehen, dass f(x) bei x = 0 einen Wendepunkt hat,
zu dem sie punktsymmetrisch verlauft. Es gilt dort f(0) =1/ 2.

Die logistische Funktion soll nun so ausgebaut werden, dass
sie erstens nicht durch 1, sondern durch g begrenzt wird, und
dass sie zweitens bei x = 0 den Anfangswert a besitzt.
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Zunachst kénnen wir im Zahler statt 1 die Grenze g setzen und
noch eine Konstante b einflihren. Diese soll nun so bestimmt
werden, dass f(0) = a der Anfangswert ist.

(1 + b*exp(-k*x))

Esseif(0)=g/(1+b)=a. Daraus folgt b=(g-a)/a.

Soll die Wachstumsgeschwindigkeit k in Bezug zur Grenze g
angegeben werden, kann statt k auch g*k genommen werden.
Setzt man b in die Funktion ein, erhalt man nach Umformung:

(a + (g-a)*exp(-k*g*x))

So haben wir unsere endgiiltige logistische Funktion erhalten,
die ein gebremstes Wachstum optimal beschreibt. Dabei sind

g die Wachstumsgrenze, a der Anfangswert, k die Wachstums-
geschwindigkeit.

Eine nachfolgende Grafik veranschaulicht diese Sachverhalte.
Zuvor sollen aber noch die Ableitungen gebildet werden.
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Logistische Funktion: f(x) = (g*a) / ( a + (g-a)"exp(-k*g*x) )
Mit Hilfe der Differenzialregeln und Umformungen erhalt man:

() F(x) =k*f(x)*(g-f(x), 1.Ableitung
(I F7(x) =k * £ (x) * (g-2*(x)), 2.Ableitung

Fur den Wendepunkt W(w/f(w)) gilt: f""(w)=0

f(w) = k*f"(w) * (g - 2*f(w)) = 0

g-2*(w)=0

g = 2*f(w)

flw)=g/2

Im Wendepunkt erreicht f(x) die halbe Sattigungsgrenze g.

Daher qilt: g/2 = (g*a)/ ( a + (g-a)*exp(-k*g*w) )

Durch schrittweises Umformen erhalt man schliellich:

w = In((g-a)/a) / (k*g)

Wendepunkt W(w/f(w)): w = In((g-a)/a) / (k*g) und f(w) =g/ 2
Damit ist die logistische Funktion vollstandig diskutiert.

Erwahnenswert ist, dass die erste Ableitung (Gleichung I), die
ja die Anderungsgeschwindigkeit einer Funktionen darstellt,
direkt proportional ist zum Wachstumsfaktor k, zur Menge f(x),
und zur noch verbleibenden Restmenge g - f(x).
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Drei Beispiele

|400

f(x) = (ga) / (a + (g-a)"exp(-k*g”x) )
mit Wachtumsgrenze bei g = 200
und Anfangswert a = 50
und Wachstumsfaktor k = 0.00005

g

a

-400 01 400

Wendepunkt W(109.86123/100)

Logistische Funktion f(x) zur Darstellung des
gebremsten Wachstums eines Merkmals.
f(x) ist die Anzahl der Merkmalstrager zur Zeit x.

-400
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| 400

f(x) = (97a) / (a + (g-a)"exp(-k*g"x) )
mit Wachtumsgrenze bei g = 200
und Anfangswert a = 50
und Wachstumsfaktor k = 0.00010

g

a

~400 0l 1 400

Wendepunkt W(54.93061/100)

Logistische Funktion f(x) zur Darstellung des
gebremsten Wachstums eines Merkmals.
f(x) ist die Anzahl der Merkmalstrager zur Zeit x.

-400
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|400
f(x) = (g"a) / (a + (g-a)"exp(-k*g™x) )
mit Wachtumsgrenze bei g = 200
und Anfangswert a = 50
und Wachstumsfaktor k = 0.00030
g

/a

400 o[ 400

Wendepunkt W(18.3102/100)

Logistische Funktion f(x) zur Darstellung des
gebremsten Wachstums eines Merkmals.
f(x) ist die Anzahl der Merkmalstrager zur Zeit x.

-400
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Definition von Folgen

Eine Folge ist eine Menge von nummerierten Elementen a(n),
d.h. jedem Element a wird eine natlirliche Zahl n als Nummer
zugeordnet. Wenn die Elemente a reelle Zahlen sind, dann
spricht man von Zahlenfolgen. Die Folgen kénnen entweder
aus endlich oder aus unendlich vielen Elementen bestehen.

Beispiel: 2,4, 8,16, 32, .........
a(1)=2,a(2)=4, a(3) =8, usw.

Wie kann man fiir unser Beispiel das n-te Glied a(n) der Folge
ermitteln ? Gibt es dazu ein Bildungsgesetz ?

Offenkundig sind die Glieder der Folge fortlaufende Potenzen
von 2. Alsogilta(n)=2*nfirn=1,2345 .........
Hier wird a(n) durch eine direkte Funktionsvorschrift gebildet.

Die Folge kann aber auch rekursiv beschrieben werden:

(1) a(1) = 2, das erste Glied ist 2.
(2) a(n) =2 * a(n-1), ein Glied ist das Doppelte des Vorgangers.

"rekursiv'" heilit dabei "ricklaufend”, und (1) nennt man den
Rekursionsanfang und (2) heildt die Rekursionsvorschrift.

Die Glieder einer Folge kénnen somit durch eine Funktion
oder durch eine Rekursion gebildet werden. In den Beispielen
soll das Bildungsgesetz der Folge gefunden und damit das
jeweils 5-te Glied a(5) berechnet werden.

{F1}: 1
{F2}: 3,
{F3}: 1,2, 3,
{F4}: 0
{F5}:

{F1}: a(1)=1,a(n)=a(n-1)+2, a5)=9
{F2}: a(n)=3"n, a(5)=3*6=243

{F3}: aln)=(-1)*n"n,a5)=5

{F4}: a(1)=1, a(n)=a(n-1)12, a(5)=0.0625
{F5}; a(n)=nl2"n, a(b)=5/32

Um das Bildungsgesetz von Zahlenfolgen zu ermitteln,
ist es oft sinnvoll, die Differenz oder den Quotienten
von aufeinander folgenden Gliedern zu betrachten.

In den nachfolgenden Beispielen werden Zahlenfolgen
rekursiv oder funktional angegeben und die ersten
zehn Glieder der Folge am Zahlenstrahl eingezeichnet.
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Zahlenfolge: {a(n)}
Anfangsglied: a(1)=0.10
Rekursives Bildungsgesetz: a(
Zahlenfolge: {0.10,0.20,0.40, 0.

h)=2" a(n-1)
B0, 160,...}

)

a(10) = 51.20000000

Die Folge ist wachsend und un

Zahlenfolge: {a(n)}
Anfangsglied: a(1)=4
Rekursives Bildungsgesetz: a(
Zahlenfolge: {4.00, 2.00, 1.00, 0.

ahk2 a3

r:eschrﬁnkt.

h)=a(n-1)/2
50,0.25,...}

ad 1

a5

a(10) =0.00781250

Die Folge ist fallend und besch

Il |
43

rankt.

a2

al
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Zahlenfolge: {a(n)}

Anfangsglied: a(1)=1,a(2)=2
Rekursives Bildungsgesetz: a(n) = a(n-2) + a(n-1)
Zahlenfolge: {1,2,3,5,8,13,.. |}

of a1 a2 a3 ad ap 10

a(10) =89

Die Folge ist wachsend und unpeschrﬁnkt.

Zahlenfolge: {a(n)}
Funktionales Bildungsgesetz: a(n)=(2n+5)In
Zahlenfolge: {7.00, 4.50, 3.67,325,3.00,...}

T a3 a2

als

a(100) = 2.05000000

Die Folge ist fallend und beschrankt.
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Die MONOTONIE einer Folge

Eine Folge heifit monton steigend, wenn ihre Glieder
zunehmen oder gleichbleiben: a(n+1)>= a(n) fiir alle n.
Sie heiBt streng monoton steigend, wenn a(n+1) > a(n).

Eine Folge heilit monton fallend, wenn ihre Glieder
abnehmen oder gleichbleiben: a(n+1) <= a(n) fiir alle n.
Sie heiBt streng monoton fallend, wenn a(n+1) < a(n).

Die BESCHRANKTHEIT einer Folge

Eine Folge heifit nach oben beschrankt, wenn es eine Zahl S
gibt, so dass a(n) <= S fiir alle n. Die kleinste obere Schranke
hei3t Supremum SUP.

Eine Folge heifit nach unten beschrinkt, wenn es eine Zahl S
gibt, so dass a(n)>= S fiir alle n. Die gréBte untere Schranke
heit Infimum INF.

Eine Folge heilit beidseitig beschrénkt, wenn sie nach oben
und nach unten beschrénkt ist.

Um die Monotonie oder die Beschranktheit einer gegebenen
Folge nachzuweisen, nimmt man sie zuerst als richtig an

und versucht dann durch passende Aquivalenzumformungen
eine wahre Aussage herzuleiten.

Beispiel {a(n)}: a(n)=(2'n+5)In
Nachweis flr "streng monoton fallend™: a(n+1) < a(n).

(2*(n+1)+5)I(n+1) < 2'n+5)In
(2n+7)*n < (2'n+5)" (n+1)
2’n*+7'n < 2'n?+5'n+2'n+5
T"n < T'n+5

0 <5, wahre Aussage fur alle n.

Machweis flir "nach unten beschrankt": 2 = untere Schranke.
2 < (2'n+5)In
2’n < 2'n+5

0 <5, wahre Aussage fir alle n.

Damit ist der erste Teil beendet. Im zweiten Teil werden der
Grenzwert und die Konvergenz von Folgen beschrieben.
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Grenzwert und Konvergenz

Unendliche Zahlenfolge: {a(n)}
Funktionales Bildungsgesetz: a(n)=(2n+5)/n
Zahlenfolge: {7.00, 4,50, 3.67, 3.25,3.00,...}

a(1000) = 2.00500000

Die Folge ist monton fallend und nach unten beschrankt.

. hlllllll | I
1 a a3 a2

als

Man kann einfach zeigen, dass| 2 < a(n) flr alle n gilt,
d.h. die Zahl a= 2 ist eine unterg¢ Schranke. AuBerdem
kommen die Glieder der Folge dieser Zahl beliebig nahe,
d.h. in einer BELIEBIG KLEINEN Umgebung der Zahl a
liegen FAST ALLE Glieder der Folge.

FAST ALLE bedeutet dabei ALLE bis auf ENDLICH viele.
Eine solche Zahl a nennt man den GRENZWERT (limes)
der Folge und schreibt: lim a(n] = a, wenn die Nummern
n der Glieder gegen Unendlich streben.

Unendliche Zahlenfolge: {a(n)}
Funktionales Bildungsgesetz: a(n)=(2n+5)In
Zahlenfolge: {7.00, 4.50, 3.67,3.25,3.00,...}

Grenzwert der Folge: lim a(n) = a fir n gegen Unendlich.

Es sei e eine beliebig kleine Linge, dann ist U(a;e) eine
Umgebung der Zahl a mit der Umgebungsldnge e. Fast alle
Folgenglieder a(n) liegen in dieser Umgebung und dafiir gilt:
a-e<aln)<a+e oder |a-a(n)<e.

- élllllll | |

a3 a2 als

U(a;e)

Wenn also a der Grenzwert der|Folge {a(n)} ist, dann liegen
fast alle Glieder beliebig nahe bei a, d.h. alle Glieder ab einer
Grenznummer N, die natdrlich yon der Umgebungslange e
abhangt. Je kleiner e ist, umso gréfer wird N sein.

Lange e > 0 eine Nummer N gibt, so dass ab dieser Nummer

Die Zahl a ist der Grenzwert einer Folge, wenn es zu jeder
alle Folgenglieder weniger alstfw:tn a entfernt sind.
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Unendliche Zahlenfolge: {a(n)}
Funktionales Bildungsgesetz: a(n)=(2n+5)In
Zahlenfolge: {7.00, 450, 3.67, 3.25,3.00,...}

Grenzwert der Folge: lim a(n) = a fiir n gegen Unendlich.
Wegen der Definition des Grenzwertes kann eine Folge nur

einen Grenzwert haben. Man nennt sie dann KONVERGENT.
Hat eine Folge keinen Grenzwert, so heilit sie DIVERGENT.

. hlllllll | I
1 a a3 a2

-8 0 ' ale

Die vorliegende Folge ist monoton fallend und aulerdem nach
unten beschrankt. Offensichtlich muss dann die gréfiite untere
Schranke (Infimum) der Grenzwert der Folge sein.

Erstes Kriterium: Eine monoton fallende und nach unten
beschrankte Folge ist konvergent.

Zweites Kriterium: Eine monoton steigende und nach oben
beschrankte Folge ist konvergent.

Die Zahl a ist Grenzwert der Folge {a(n)}, wenn fast alle
Folgenglieder a(n) beliebig nahe bei a liegen, d.h. die
Differenzen |a - a(n)| streben gegen Null, wenn n gegen
Unendlich strebt. Diese Differenzen bilden daher eine so
genannte Nullfolge.

Haufungswerte einer Folge

Wenn in einer beliebig kleinen Umgebung U(a;e) von der Zahl
aunendlich viele Glieder einer Folge liegen, dann heil}t diese
Zahl Haufungswert der Folge. Im Gegensatz zum Grenzwert
kénnen dann auBBerhalb der Umgebung auch unendlich viele
Glieder der Folge liegen. Aus dieser Definition folgt:

Eine Folge kann mehrere Haufungswerte haben.
Ein Haufungswert muss nicht notwendig Grenzwert sein.
Der Grenzwert einer Folge ist immer auch Haufungswert.

Damit ist der zweite Teil beendet. Im dritten Teil werden
Rechenregeln flr Grenzwerte hergeleitet und Verfahren
beschrieben, wie Grenzwerte von Folgen ermittelt werden.
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Rechenregeln fur Grenzwerte

Wiederholung: Der Grenzwert

Die Zahl a ist Grenzwert der Folge {a(n)}, wenn fast alle
Folgenglieder a{n) beliebig nahe bei a liegen, d.h. die
Differenzen |a - a(n)] streben gegen Null, wenn n gegen
Unendlich strebt. Diese Differenzen bilden daher eine
Nullfolge, d.h. lim |a - a(n)] = 0 flir n gegen Unendlich.

Zusammengesetzte Folgen

Gegeben seien zwei konvergente Folgen {a(n)} und {b{n)}.
Es seien a=lim a(n) und b = lim b{n) fir n gegen Unendlich.
Man kann die Folgen gliedweise zu einer neuen Folge {c(n)}
Zusammensetzen, wenn man beispielsweise entsprechende
Glieder miteinander addiert: c¢(n) = a(n) + b(n).

Fir den Grenzwert von zusammengesetzten Folgen gelten
die flinf Lehrsétze [G1] bis [G5]:

[G1] lim (k* a(n))=k* a, wenn k eine konstante Zahl ist.
[G2] lim (a(n) + b(n))=a+b.

[G3] lim (a(n) -b{n))=a-b.

[G4] lim (a(n) * b(n))=a™b.

[G5] lim (a(n) I b{n))=alb, wenn {b(n)} keine Mullfolge ist.

[G1]: lim [k * a(n)) =k * a fiir n gegen Unendlich.

Es gilt |k*a(n) - k™a] = |k ™ (a(n) - a)] <= |k| " Ja(n) - a],

wegen der allgemeinen Betrags-Ungleichung [x*v] <= |x]"Ivl.
Weil a=lim a(n), ist |a(n) - a] eine Nullfolge.

Weil k konstant, ist auch |k|*|a(n)-a] eine Mullfolge.
Daherist |k*a(n) - k*a] ein Nullfolge und lim (k*a(n)) = k*a.

[G2,G3]: lim (a(n) £ b(n))=a% b fir n gegen Unendlich.

Es gilt |(a(n) £ b(n)) - (a £ b)] <= |(a(n) - a] + |b(n) - b},

wegen der allgemeinen Dreiecks-Ungleichung |[x+y] <= |x[+]vl.
Weil [(a(n) - a] und |(b(n) - b] Nullfolgen sind, ist auch

[(a(n) £ b(n)) - (a  b)| eine Nullfolge und alles ist bewiesen.

[G4]: lim (a(n) * b(n))=a™ b firn gegen Unendlich.

[(a(n)"b(n)) - (a"b)| = |a(n)"b(n) - a(n)"b + a(n)"b - a"b| <=
la(n)|*|b(n) - b] + |bI*]a(n) - a]. Dieser Ausdruck ist eine
Nullfolge, daher ist auch |(a(n)*b(n)) - (a*b)| eine Nullfolge.
Damit ist wieder alles bewiesen.
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[G5]: lim (a(n)/b(n))=a lb firn gegen Unendlich.
Das gilt nur wenn b(n) und b nicht Null werden.

[1ib(n) - 1ib] = |(b - b(n)) I (b*b(n))] <= |b(n) - b] * |1/(b*b(n))].
Das strebt gegen Null und daher ist lim (1/b(n)) = 1/b. Somit gilt
lim (a(n) / b(n)) = lim (a(n) * 1/b(n)) = lim a(n) " lim(1/b(n))=alb.

Mit Hilfe dieser nun bewiesenen Rechenregeln kénnen die
Grenzwerte von einer Vielzahl von Folgen ermittelt werden.
Das soll nun an einem Beispiel demonstriert werden.

Unendliche Zahlenfolge: {a(n)}
Funktionales Bildungsgesetz: a(n)=(2n+5)/n
Zahlenfolge: {7.00,4.50, 3.67,3.25,3.00,...}

Zuerst kiizen wir den Bruch durch die héchste Potenz von n.
a(n) = (2 + 5In) I 1. Dann betrachten wir die Folge {a(n)} als eine
Zusammensetzung von Folgen und wenden die Rechenregeln
fir Grenwerte an: lim a(n) = lim 2 + lim 5/n = 2, weil die Folge {2}
konstant ist und {&/n} gegen 0 strebt, wenn n gegen Unendlich
strebt.

Ergebnis: Der Grenzwert der Folge {(2n + 5)in} ist 2.
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Acht Beispiele von Folgen

Zahlenfolge: {a(n)}
Anfangsglieder: a(1)=1,a(2)=2

Rekursives Bildungsgesetz: a(n) = a(n-2) + a(n-1)

Zahlenfolge: {1,2,3,5,8,13,.. ]}

I

=20

)

a(10) =89

Die Folge ist monoton wachsen

4h2a3 a4 ab ab 20

d,

sie ist nach unten beschrankt und nach oben unbeschrinkt.
Die Folge strebt gegen Unendlich.

Sie ist divergent.

Zahlenfolge: {a(n)}
Anfangsglied: a(1)=0.1

Rekursives Bildungsgesetz: a(n)=2 * a(n-1)
Zahlenfolge: {0.10,0.20,0.40,080,160,...}

)

a(10) =51.20000000

ab2 a3 ad T ab =

Die Folge ist monoton wachsend,

sie ist nach unten beschrankt 4

nd nach oben unbeschrankt.

Die Folge strebt gegen Unendlich.

Sie ist divergent.




Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 4

43

Zahlenfolge: {a(n)}
Anfangsglied: a(1)=4

Rekursives Bildungsgesetz: a(n) = a(n-1) /1 2
Zahlenfolge: {4.00, 2.00, 1.00,0.50,0.25, ...}

0

a(10) =0.00781250

Die Folge ist monoton fallend,
sie ist nach unten beschrankt u

1
a a2

43

nd nach oben beschrankt.

Die Folge strebt gegen den Grenzwerta=0.

Sie ist konvergent (Nullfolge).

Zahlenfolge: {a(n)}

Funktionales Bildungsgesetz: a(n)=1/n
Zahlenfolge: {1.00,0.50, 0.25,0.125,0.0625, ...}

al

0

a(100) = 0.01000000

Die Folge ist monoton fallend,
sie ist nach unten beschrinkt u

LT —
A a3 a2 al

nd nach oben beschrinkt.

Die Folge strebt gegen den Grenzwert a=0.

Sie ist konvergent (Nullfolge).
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Zahlenfolge: {a(n)}

Funktionales Bildungsgesetz: a(n)=(3n-3)/n
Zahlenfolge: {0.00, 1.50, 2.00, 2.25,2.40, ...}

a(100) = 2.97000000

£ a2 a3 a

Die Folge ist monoton wachsend,

sie ist nach unten beschrankt
Die Folge strebt gegen den Gr
Sie ist konvergent.

Zahlenfolge: {a(n)}
Funktionales Bildungsgesetz:

und nach oben beschrankt.
enzwert a= 3.

an)=(2n+5)/n

Zahlenfolge: {7.00, 450, 3.67, 3.25, 3.00, ...}

a(100) = 2.05000000

Die Folge ist monoton fallend,

£ a a3 az

alé®

sie ist nach unten beschrinkt und nach oben beschrinkt.
Die Folge strebt gegen den Grenzwerta=2.

Sie ist konvergent.
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Zahlenfolge: {a(n)}
Funktionales Bildungsgesetz: a(n) = (3n?- 4n) | (2n?)
Zahlenfolge: {-0.50, 0.50, 0.83, 1,00, 1.10, ...}

il |
a2 a3’ a

a(100) = 1.48000000

Die Folge ist monoton wachsend,

sie ist nach unten beschrankt ynd nach oben beschrankt.
Die Folge strebt gegen den Grenzwert a=1.50.

Sie ist konvergent.

Zahlenfolge flr die Eulersche Zahl "e": {a(n)}
Funktionales Bildungsgesetz: a(n) = (1 + 1/In)*n
Zahlenfolge: {2.00,2.25,2.37,244,2.49,...}

a(100) = 2.70481383

Die Folge ist monoton wachsend,

sie ist nach unten beschrinkt ynd nach oben beschrankt.
Die Folge strebt gegen den Grenzwert e = 2.718281828459...
Sie ist konvergent.
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Folgen und Reihen

Gegeben sei eine unendliche Zahlenfolge {a(i)}.
Wir bilden nun die Summe der ersten n Glieder
und bezeichnen sie als n-te Teilsumme s(n).

sin)=a(l)+al2)+..... + a(n-1) + a(n)

Wir fassen die Teilsummen s(n) nun als Folge auf
und bezeichnen diese als REIHE.

Die Reihe konvergiert gegen einen Grenzwert s,
wenn die Folge der Teilsummen gegen s konvergiert.
Man schreibt dann s = lim s(n) flr n gegen Unendlich.

Die Teilsumme s(n)=a(1)+a(2)+..... + a(n-1) + a(n)
wird hier auch mit dem Symbol SUM(a(n)) bezeichnet.

Wenn eine Reihe {s(n)} konvergiert, dann missen die
Glieder a(n) eine Nullfolge bilden.

Beweis: s = lim s(n). Fir beliebig kleine LAngen & gilt,

dass |s - s(n)| < e ist, flr n ab einer Grenznummer N,
Weiters gilt s(n) = s(n-1)+ a(n) und |s(n) - s{n-1)] < |s - s(n)|.
la(n)] = |s(n) - s(n-1)] < |s - s(n)] < e. Also wird a(n) beliebig
klein und bildet somit eine Nullfolge.

Die Majorante einer Reihe

Wenn fUr fast alle Glieder a(n) einer Reihe gilt |a(n)] <= |b(n)|
dann nennt man die Reihe {b{n)} eine Majorante von {a(n)}.
Wegen |a(n)] <= |b(n)] gilt auch SUM{a(n)) <= SUM(b(n)).
Daraus folgt: Wenn eine Majorante einen Grenzwert hat,
dann hat auch die Reihe einen Grenzwert (Majorantensatz).

Die Minorante einer Reihe

Wenn flir fast alle Glieder a(n) einer Reihe gilt Ja(n)] >= |b(n)|
dann nennt man die Reihe {b{n)} eine Minorante von {a(n)}.
Wegen Ja(n)] >= |b(n)] gilt auch SUM{a(n)) >= SUM(b(n)).
Daraus folgt: Wenn eine Minorante keinen Grenzwert hat,
dann hat auch die Reihe keinen Grenzwert (Minorantensatz).)

Mit konvergenten Majoranten und divergenten Minoranten als
Vergleichsreihen kénnen somit Konvergenz oder Divergenz
einer gegebenen Reihe ermittelt werden.

Damit sei der allgemeine Teil (ber Reihen beendet. In den
letzten Teilen werden dann arithmetische und geometrische
Reihen beschrieben.
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Arithmetische Folgen und Reihen

Bei einer arithmetischen Folge {a(i)} ist die Differenz d von
zwei benachbarten Gliedern immer konstant: a(i+1) - a(i) = d.
Es sei a(1) das Anfangsglied, dann gilt: a(i) = a(1) + (i-1)"d.

Fir die arithmetische Reihe s(n) = SUM(a(n)) gilt:
s(n)=a(1) + (a(1)+1*d) + (a(1)+2*d) +..... + (a(1)+(n-1)"d).
s(n) = n*a(1) + d*(1+2+3+....+(n-1)).

Die Summe 1+2+43+....+(n-1) wird einfach dadurch berechnet,
dass fortlaufend i und (n -i} addiert werden. Das istimmern,
und zwar genau (n-1)/2 Mal. Also ist diese Summe n*(n-1)/2.

Flr die arithmetische Reihe gilt: s(n) = n*a(1) + d*n*(n-1)/2.
s(n) = SUM(a(n)) = nl2*(2*a(1) + d*(n-1))
Eine unendliche arithmetische Reihe ist immer divergent.

Beispiel flr eine arithmetische Folge: 1,3,5,7,.....

Hier gilt: a(1) =1 und d = 2 und s(n) = nf2*(2+2*(n-1)) = n?
d.h. die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist n%

Geometrische Folgen und Reihen

Bei einer geometrischen Folge {b(i)} ist der Quotient g von
zwei benachbarten Gliedern immer konstant: b(i+1) I b(i) = q.
Es sei b(1) das Anfangsglied, dann gilt: b(i) = b(1)*g*(i-1).
Flr die geometrische Reihe s{(n) = SUM(b(n)) gilt:

s(n)=b(1) + (b(1)"q*1) + (b(1)"q"2) +..... + (b(1)"q"(n-1)).
s(n)=b(1)"(1+q+g™2+..... + g*(n-1)).

h=1+q+qg*2+..... + g*(n-1) wird einfach berechnet:

h=1+q+qg*2+..... + g*(n-1)
qgh= qg+qg*2+..... + g*(n-1) + g*n

h-g'h=1-g*n, daraus folgt: h=(1-g*n)I/ (1 -q).
s(n) = SUM(b(n)) =b(1) " (1 -q*n) /(1 - q).
Beispiel flr eine geometrische Folge: 1,2,4,8,16, .....

Hier gilt: b(1) =1 und g=2 und s(n) = 1*(1-2*n)I{1-2).
Die Summe der ersten n Zweierpotenzenist: s(n) = (2*n -1).
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Unendliche geometrische Reihen

Reihe {b(n)}: b(1)+b(1)'q+b(1)*'qg*2+...+b(1)'q*n+...
Es wurde gezeigt, dass flr die n-te Teilsumme s(n) einer
geometrischen Reihe gilt: s(n)=b(1)* (1 -g*n) /(1 -q).
Das Konvergenzverhalten der Reihe hangt offensichtlich
vom Quotienten q ab.

Wenn |q]| >= 1 ist, so ist die geometrische Reihe unbeschrankt
und streng monoton wachsend und daher divergent.

Wenn |q| < 1 ist, dann kann mit der Teilsummenformel s(n)
flir n gegen Unendlich ein Grenzwert berechnet werden.
Fir |gql <1 ist die Folge {g*n} eine Mullfolge. Also gilt:

lims(n)=s=b(1)/(1-q) fir n gegen Unendlich.

Beispiel flir eine geometrische Reihe: 1+ 12+ 1/[4+ 118+ ...
Hier gilt: b(1)=1 und g =1/2. Die Reihe ist daher konvergent
und ihre unendliche Reihensumme ist s=1/(1-1/2)=2.

Unbedingt sei noch erwédhnt, dass geometrische Reihen oft als
Majoranten zur Konvergenzermittlung verwendet werden.

Es sollen nun drei besondere Reihen analysiert werden.
R1: s(n)= 1/(1*2) + 1/(2*3) + 1/(3*4) + ... + 1/{n*(n+1))

a(n) = 1/(n*(n+1)) = 1In - 1/(n+1)

s(n)= (11 -112) + (112 -113) + (113 -114) + ..+ (1In - 1]{n+1))
s(n)=1 -1/{n+1)

lim s(n) =1 flr n gegen Unendlich. Reihe R1 ist konvergent.

R2: s(n)= 1+ 14+ 119+ .+ 1In?

a(n)=1In*=1I(n*n) < 1{(n-1)"n)
Daher ist die Reihe R1 eine Majorante.
Weil diese konvergiert, konvergiert auch die Reihe R2.

R3: s(n)= 1+12+ 13+ ..+ 1In

s(n) =1+ 12 + (1/13+114) + (15+116+1[7+1[8) + (1/9+ ... +1/116) + ...
>1+ 112+ (1/4+1/4) + (1/8+1/8+1/8+1/8) + (1/16+ ..+1/16) + ...

sn)=1+12+12+112+ ...

Die so erhaltene Vergleichsreihe ist eine Minorante zur Reihe R3.

Sie ist offensichtlich divergent. So ist auch Reihe R3 divergent.



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 4 49

Zum Schluss soll das Quotientenkriterium bewiesen werden.

Hinreichend fir die Konvergenz einer Reihe SUM(a(n)) ist,
dass flr fast alle Glieder die Bedingung a(n+1) [ a(n) < 1 gilt.

Beweis: Ab einer Grenznummer N gibt es eine Zahl q derart,
dass a(n+1)/a(n) < g<1 fiir alle n > N gilt.

a(N+1) <a(N)°q
a(N+2) < a(N+1)"q < a(N)"g®
a(N+3) < a(N+2)"q < a(N+1)"q* < a(N)"g°

s(N+n) = a(1) + a(2) + ... + a(N) + a(N+1) + a(N+2) + ... +a(N+n)
s(N+n) = s(N) + a(N+1) + a(N+2) + ... + a(N+n)
s(N+n) < s(N) + a(N)*gq + a(N)*q*+ ... + a(N)*"q*n

Daher gibt es zur gegebenen Reihe eine geometrische Reihe
als konvergente Majorante, weil g <1 ist.
Nach dem Majorantensatz ist auch die Reihe konvergent.

Umgekehrt ist es offensichtlich, dass eine Reihe SUM(a(n))
divergiert, wenn a(n+1)/a(n) > 1 fir fast alle n gilt.
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Finf Beispiele von geometrischen Reihen

Einem Winkel wird eine Zick-Za
Winkel w und Anfangsstrecke 3
Gesucht ist die Gesamtlange s

b(1)=5
s(1)=5

ck-Linie eingeschrieben.
kénnen eingegeben werden.
tles Linienzuges.

A
b(20) = 0.02114141
s(20) = 37.18384783

b(100) = 0.00000283
s(100) = 37.32048694

b(Unendlich)=0
s(Unendlich) = 37.32050808

Geometrische Folge b(n) mitq

= cos(w) = 0.8660.

tadius werden so aneinander
jeben. Der erste Radius b
Ldnge der Spirale s ist gesucht.

Halbkreise mit jeweils halbem R
gefligt, dass sie eine Spirale ery
kann eingegeben werden. Die L

b(1)=10
s(1) = 31.41592654 /—\
T Y

AN

b(10)=0.01953125

s(10)=62.77049384

b(20) = 0.00002996

s(20)=62.83179315

b(Unendlich)=0

s(Unendlich) = 62.83185307

Geometrische Folge b(n) mit q=1/2 =050.
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Kreise mit jeweils halbem Radi

s werden so einander einge-

schrieben, dass ihre Mittelpunkte nebeneinander auf einem

Durchmesser liegen. Der erste
die Summe aller Kreisflac

b(1) =10
s(1) = 314.15926536

adius b wird eingegeben und
i sucht.

l ]
b(10) = 0.01953125
s(10) = 418.87862100

b(20) = 0.00829961
s(20) =628.3

b(Unendlich)=0
s(Unendlich) =628.318

Geometrische Folge b{n) mit g

Gleichseitige Dreiecke werden
dass der Inkreis des dulleren
des inneren Dreiecks ist. Die e
Die Summe aller Dreiecksflich

b(1)=10
s(1) = 43.30127019

=1/2=0.50.

o ineinander geschachtelt,
reiecks zugleich der Umkreis
te Seite b wird eingegeben.
n s ist gesucht.

|
VA
b(10) = 0.01L53125/ \/

s(10) =57.73497186 \
AV

b(20) = 0.00000953674316
s(20) = 57.73502694891006

b(Unendlich)=0
s(Unendlich) = 57.73502691896

Geometrische Folge b(n) mit g
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Cluadrate werden so ineinande
Inkreis des duBeren Quadrates
inneren Quadrates ist. Die erste

 geschachtelt, dass der
zugleich der Umkreis des
Seite b wird eingegeben

und die Summe aller ratflachens-st gesucht.
b(1)=1
s(1) =100

b(20) = 0.01381068

s(20) = 199.99980927

b(20) = 0.0097 5s§
s(20) = 199.99980927

b(Unendlich)=0
s(Unendlich) = 200.0 000

Geometrische Folge b(n) mit g

= sqrt(2) = 0.7071.
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Intervallschachtelungen

Eine Intervallschachtelung IS ist eine Folge von Intervallen
[a(n), b(n)] auf der reellen Zahlengerade. Dabei liegt jedes
Intervall zur Génze im vorangehenden Intervall, d.h. es gilt:

Die linken Rénder a(n) sind eine monoton wachsende Folge.
Die rechten Rander b(n) sind eine monoton fallende Folge.
Die Intervall-Langen I(n) = b(n) - a(n) bilden eine Nullfolge.

Somit konvergiert eine Intervallschachtelung genau auf einen
innersten Punkt, der in allen Intervallen liegt.

Die Intervallschachtelung ist ein wichtiges Verfahren zur
schrittweisen Ermittlung von gesuchten Zahlenwerten. Weit
verbreitet ist dabei die Bisektion, bei welcher die LAngen der
Intervalle forlaufend halbiert werden.

Zwei praktische Beispiele sollen die Anwendung der IS
demonstrieren. Erstens die Berechnung der Quadratwurzel

von beliebigen reellen Zahlen. Zweitens die Ermittlung reeller
Mullstellen von stetigen Funktionen. Dieses Beispiel findet

man auch im Projekt "Zahlenmengen und Algebra" beschrieben.

Im Folgenden soll im Zahlenbereich Q der rationalen Zahlen
die Quadratwurzel aus 2 schrittweise angenéhert werden.

In der Menge Q der rationalen Zahlen {x=m/n: m,n aus Z}
ist das Quadrieren llickenlos ausflihrbar, d.h. y = x* ist immer
eine Bruchzahl. Die Umkehroperation y = sqrt(x) hingegen
ist nur lickenhaft ausfihrbar. Wir wollen zuerst zeigen, dass
die Quadratwurzel aus einer Primzahl p keine Bruchzahl ist.

Behauptung: Fir eine Primzahl p ist sqrt(p) keine Bruchzahl.

Wir beweisen die Behauptung indirekt, indem wir genau das
Gegenteil der Behauptung annehmen und aus dieser Annahme
einen Widerspruch herleiten. Wenn dies gelingt, dann muss

die urspriingliche Behauptung wahr sein.

Gegenteil der Behauptung: sqrt(p) = m/n mit ganzen Zahlen
m und n, welche teilerfremd sind (d.h. nicht weiter klirzbar).

sqrt{p)=min, p=m?in% m?=p~*n? dh. pteilt m~
Wenn p nun m? teilt, dann muss p auch m teilen.
Also gilt p* z=m. Einsetzen in p=m?In?liefert:
p=Ep?t22ind p*n?=p?* 22, n?=p* 22 d.h p teilt n%
Wenn p nun n? teilt, dann muss p auch n teilen.

Ergebnis: p teilt m und n. Das ist aber ein Widerspruch zu der
Annahme, dass m und n teilerfremd sind.
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Wir haben bewiesen, dass die Wurzel aus einer Primzahl p
keine Bruchzahl ist. Andererseits kénnen wir ebenfalls zeigen,
dass dieser Wurzel aus einer Primzahl immer ein Punkt auf
der Zahlengerade entspricht. Dazu verwenden wir nur den
Héhensatz von rechtwinkeligen Dreiecken: h*=p * q. Dabei
nehmen wir die Primzahl p als ersten Hypotenusenabschnitt
und g =1 als zweiten Hypotenusenabschnitt. Fir die Héhe h
gilt dann: h*=p * 1 und somit h = sqrt(p).

Diese Héhe kann mit dem Thales-Kreis konstruiert und
dann am Zahlenstrahl vom Nullpunkt abgetragen werden.
Damit ist bewiesen, dass sqrt(p) einem Punkt auf der
Zahlengerade entspricht. Friher haben wir aber bewiesen,
dass sqrt(p) keine Bruchzahl ist. Daraus erkennen wir nun:
Die Bruchzahlen erfiillen die Zahlengerade nur llickenhaft.
Mit Hilfe einer Intervallschachtelung in der Menge der Bruch-
zahlen kann sqrt(p) schrittweise angenahert werden.

Intervallschachtelung flr x= sﬁrt[z}
Genauigkeit der Annédherung e =0.001000

1) 0;2 = Erstes Intervall
2) 1;2
3) 1;1.500000
4) 1.250000 ; 1.500000
5) 1.375000 ; 1.500000
6) 1.375000 ; 1.437500
7) 1.406250 ; 1.437500
8) 1.406250 ; 1.421875
9) 1.414063 ; 1.421875 —_—
-10) 1.414063 ; 1.417969 5 1 :!:
11) 1.414063 ; 1.416016
12) 1.414063 ; 1.415039

x=1.415039
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Naherungsweise Berechnung der Zahl "pi"

Ein dem Kreis eingeschriebenes regelmiBiges N-Eck hat
eine Seitenlinge a. Mit dem Lehrsatz von Pythagoras
wird die Linge b des regelmiRigen 2N-Ecks berechnet:

b=sqrt{2r - r'sqrt(dr® - a®) ) mit r als Kreisradius.

Je gréBer N ist, umso dhnlicher wird das Vieleck dem

Kreis. Nimmt man den Umfang des

M-Ecks U=MN"a als

Kreisumfang, dann erhilt man fiir die Zahl "pi" folgenden
Niherungswert x: Wegen U=2"r"x=N"a gilt x=N"al (2"r).

Setzen wir nun den Radius r=1 und beginnen mit dem

Sechseck, dh.N=6 und a=1 un
doppeln wir N, d.h. N wirdzu 2*

d x=6/2=3. Nun ver-
N, und berechnen die

Seite des 2N-Ecks und den Nidherungswert x.

Dieses Verfahren wird solange wie

derholt bis ein vor-

gegebener Grenzwert G erreicht ist.

In der folgenden Grafik wird zuerst die Berechnung der
Seite des 12-Ecks aus der Seite des 6-Ecks demonstriert.

Dann wird "pi" ndherungsweise be

rechnet.

2

Ermittlung des regelmiBigen 2N-Ecks aus dem N-Eck.
Mit N-Eck-Seite PGQ=a und 2ZN-Eck-Seite P5=b gilt dann

b= sqrt( 2r? - rsqrt(4r? - a%) ).
b=sqrt(2 -sqrt(4 - a%) ) im Einhe

tskreis mitr=1.

Der Beweis folgt aus den Lehrsifzen von Pythagoras:

Das Dreieck'SRP isttechtwinkelig
Mit b S und ai2= und x 3

2=2r"%, wegen Katheten
(2) (af2)2=x"(2r - x), wegen Héhe
Wir I8sen nun die quadratische G
und setzen x dann in die Gleichul
die Formel: b= sqrt( 2r2 - r'sqrt(4

hsatz.

leichung (2) nach x auf
ng (1) ein. Das ergibt fiir b
r?-a%)).

von Thales.
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2

RegelmiBige Vielecke im Einheitskreis (r = 1).

Eckenanzahl N =12
Zentriwinkel w = 360 / N = 30°

Seite des N-Ecks: a = 0.51763809
Umfang: U= N*a = 6.21165704
Néherung fur "pi": x = 3.10582854

Iterative Berechnung der Zahl "pi".
(auf 8 Dezimalstellen gerundet)

6-Eck: "pi'' = 3.00000000
12-Eck: "pi" = 3.10582854
24-Eck: "pi" = 3.13262861
48-Eck: "pi" = 3.13935020
96-Eck: "pi" = 3.14103195
192-Eck: "pi" = 3.14145247
384-Eck: "pi" = 3.14155761
768-Eck: "pi" = 3.14158389
1536-Eck: "pi"' = 3.14159046
3072-Eck: "pi"' = 3.14159211
6144-Eck: "pi"' = 3.14159252
12288-Eck: "pi" = 3.14159262
24576-Eck: "pi" = 3.14159265
49152-Eck: "pi" = 3.14159265

Zahlenwert von "pi" = 3.141592653590.....
(auf 12 Dezimalstellen gerundet)

Fiir "pi'" wird der griechische Buchstaben { geschrieben.

Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 4
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Zinsen und Zinseszinsen

Ein Anfangskapital A wird mit einem jihrlichen Zinsfull von

p% verzinst. Die Jahreszinsen z sind dann der entsprechende
Prozentanteil z = A*p/100. Am Jahresende steht dann ein so
genannter Endwert E1=A+ z= A+ A*p/100 = A*(1+p/100)

zur Verfiigung.

Wird das Kapital nicht abgehoben sondern auch ein zweites
Jahr weiter verzinst, so betrigt der Endwert nach diesem
zweiten Jahr E2 = E1 + E1*p/1M00 = E1*(1+p/100). Setzt man
hier den Endwert des ersten Jahres ein, so ergibt das einen
Endwert E2 = A*(1+p/100)* (1+p/MM100) = A*(1+p/100)*2.

Setzt man dieses Berechnungsverfahren fiir n Jahre fort, dann
gilt fiir den Endwert En nach n Jahren: En = A*(1+p/100)*n.

Der konstante Klammerausdruck (1+p/100) ist der Zinsfaktor q.
Der Endwert En = A"q*n ist so eine einfache Potenzfunktion.

Weil die Zinsen immer an jedem Jahresende zum Kapital dazu
gezdhlt werden und daher in den folgenden Jahren auch ver-
zinst werden, spricht man von "Zinseszinsen".

Zinsen und Zinseszinsen

Ein Anfangskapital A wird mit einem jihrlichen Zinsfull von p%
verzinst und nicht abgehoben. Wie groB ist der Endwert E nach
genau n Jahren.

A=100
p=3
n=20

E = 265.33

Die Grafik zeigt das stetige Anwachsen des Kapitals.
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Augenblicksverzinsung und Eulersche Zahl

Wird ein Anfangskapital A mit Jahreszinssatz p
n Jahre lang am Jahresende verzinst, so erhilt
man den Endwert E = A*(1+pM00)*n. Diese Formel
ergibt sich aus der Berechnung des Zinseszinses.

Wenn das Kapital im Jahr k mal verzinst wird, dann
erhalt man den Endwert E = A*(1+(p/k)/100)*{n*k),
weil die Anzahl der Verzinsungen k-fach anwdéchst.

Verwendet man x fiir 100*k/p. dann kann man diese
Formel mit E = A*({1+1/x)*x)* (p"n/100) schreiben.

Wird nun k bzw. x unendlich grol}, dann strebt die
Folge (1+1/x)*x gegen einen festen Grenzwert und
dieser wird Eulersche Zahl "e" genannt.

Im Folgenden soll fiir ein Kapital von A= 100 und
einem jahrlichen Zinsful von p = 5% der Endwert E
nach genau n =10 Jahren berechnet werden. Dabei
wird dann schrittweise die Anzahl k verdoppelt und
der jeweilige neue Endwert ermittelt. Zusitzlich

wird die Eulersche Zahl "e" ndherungsweise ermittelt.

1/k-tel jdhrliche Verzinsung vom Kapital A= 100 ergibt den
Endwert E nach genau 10 Jahren mit p = 5% jdhrlichem Zinsfull.
Auch wird nidherungsweise die Eulersche Zahl "e" berechnet.

111: E = 162.88946268, "e" = 2.653209771.

1/12: E = 163.86164403, "e" = 2.68506384.

1/4: E = 164.36194635, "e" = 2.70148494,

1/8: E = 164.61578224, e = 2.70983558.
116: E = 164.74363853, "e" = 2.71404664.
1/32: E = 164.80780345, "e" = 2.71616121.
1/64: E = 164.83994539, "e" = 2.71722076.
1MM28: E = 164.85603125, "e" = 2.71775110.
1/256: E = 164.86407792, "e" = 2.71801642.
11512: E = 164.86810218, "e" = 2.71814911.
111024: E = 164.87011455, "e" = 2.71821547.
1/2048: E = 164.87112079, "e" = 2.71824865.
1/4096: E = 164.87162393, "e" = 2.71826524.
1/8192: E = 164.87187550, "e" = 2.71827353.
1/16384: E = 164.87200128, "e" = 2.71827T768.
1/132768: E = 164.87206418, "e" = 2.71827975.
1/65536: E = 164.87209563, "e" = 2.71828079.

Endwert bei Augenblicksverzinsung: E = 164 .87212707.
(Bei Augenblicksverzinsung strebt k gegen Unendlich)
Eulersche Zahl: "e" = 2.71828183.....
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Wir haben gesehen, dass die Formel E = A*({1+1/x)*x)*(n*p/100)

den Endwert E eines Anfangswertes A nach genau n Jahren bei
einer jdhrlichen Wachstumsrate von p% bedeutet. Dabei gibt die

die Zahl x die Anzahl der Werterhéhungen pro Jahr an. Wird x nun
unendlich groB, dann spricht man von einer Augenblicksverzinsung.

Wir haben auch gesehen, dass dann die Folge (1+1/x)*x gegen
einen festen Grenzwert strebt, der Eulerschen Zahl "e".

Somit wird die Formel dann zu E = A*e®*(n"p/100). Diese Formel
beschreibt nun ganz allgemein stetige Wachtumsprozesse, wo

in jedem Augenblick ein Wert sich vermehrt. n ist dabei die
betrachtete Zeitspanne und p die Wachtsumsrate pro Zeiteinheit.
Funktionen der Form y = e*x mit der Basis e werden als natiirliche
Exponentialfunktionen bezeichnet und man schreibt y = exp(x).

Setzen wir nun fiir n = x und fiir (p/100) = k und fiir E=y, so

wird unsere Formel zu y = a*exp(k™x). In dieser Formel kann

der Wachstumsfaktor k auch negativ sein. Dann handelt es sich
nicht um eine stetige Zunahme sondern um eine stetige Abnahme.

Exponentialfunktion y=a"exp(k{x)
mit festem Anfangwert a=1
und dem Wachstumsfaktor k.

y=exp(x)

y=exp(0.5%x)

Wachstumsfaktor k =050
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Die Eulersche Zahl
e = 2.71828182845905. . .

lasst sich als Grenzwert einer Folge und einer Reihe darstellen:

o |
Jim (14 ) =25
Beweis

(i) Konvergenz der Reihe:
i__ 1 111 1,
nt 1.2.3-..p7 122 2

=  Majorisierung durch eine geometrische Reihe

=  Existenz des Grenzwerts

(ii) Obere Abschitzung fiir die Folge:
Fiir n > k > 0 gilt
(:)l_lnn—l ﬂv—k+1< 1

" kln n n "~ kl
binomische Formel —
1\" /m1 -\ 1
= (1+3) =§,(k)352n58
Grenzwertbildung ~» limsup,_,an, <e

(iii) Untere Abschatzung fiir die Folge:
Fiir n > N mit N beliebig aber fest gewahlt gilt

n N N
n\ 1 1 nn-1 n—k+1 1
w=3 (wzl gt i

k=0

Grenzwertbildung  ~~

N g
= - = _
T o 2 ".,"J,L':fZ (%) -2a
N — oo: rechte Seite — e, d.h. liminf,a, > e

(iv) Kombination der Abschitzungen:
bereits gezeigt
lima, >e, e>Ilima,

Wegen lima, < lima, folgt

lima, = lima,

und damit a, — e.
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DIFFERENZIALRECHNUNG
Tell 1 (Theorie)

Die Stetigkeit von Funktionen
Definition des Differenzialquotienten
Beispiele von Ablertungsfunktionen
Einfache Ableitungsregeln

Logarithmus- und Sinus-Funktion

[ 62 ]
[ 66 1]
[ 71 1]
[ 72 ]
[ 76 1]
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Stetigkeit von Funktionen

Gegeben ist eine reellwertige Funktion v = f(x), d.h. den
reellen Zahlen x eines Definitionsbereiches D werden in
eindeutiger Weise reelle Zahlen y eines Wertebereiches W
entsprechend einer Vorschrift f zugeordnet.

In der Abbildung sind™rei verschiedene Funktionenf, gund h
gezeichnet. f(x) = x*2 erzeugt die Quadrate, g(x) = int(x) entfernt
alle Nachkommastellen und h(x) = abs(x) bildet die Betridge von
den rellen Zahlen x.

Eine Funktion nennt man stetig, wenn ihr Schaubild (Graph)
ohne Absetzen des Stiftes gezeichnet werden kann, d.h. sie
darfin ihrem Verlauf keine Springe oder Licken aufweisen.

Offenkundig ist g(x) in allen ganzen Zahlen (ohne 0) unstetig.

Wir wollen nun diese anschauliche Erklarung der Stetigkeit
etwas exakter formulieren. Daz betrachten wir die ?felle a
im Definitignsbereich der Funktion y = f(x).

F(x)

(a)

o a «—X

Der Punkt Q{x/f(x}) nahert sich dem Punkt P{alf(a)) an.

Es ist offensichtlich, dass bei den Anndherungen x gegen a
die jeweiligen Funktionswerte f{x) sich dem Wert f(a) ndhern.
d.h. bewegen sich die Argumente x beliebig nahe zur Stelle a,
dann bewegen sich auch die Werte f(x) beliebig nahe zu f(a).

1lim f(x) = f£(a) ... lim|= Grenzwert (limes)
X—->*a

Der Grenzwert der Funktion f(x) ist f(a), wenn x gegen a strebt.
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Damit kénnen wir die Stetigkeit

definieren: Eine Funktion f(x)

ist an der Stelle a stetig, wenn flr jede beliebige Folge {x},

die gegen a strebt, die Folge de
{f(x)} gegen f(a) konvergiert.

Erzeugt man eine neue Funktio

r zugehdérigen Funktionswerte

n, indem man zwei gegebene

Funktionen addiert, subtrahiert, multipliziert oder dividiert,
dann spricht man von einer zusammengesetzten Funktion.

Beispielsweise h(x) = f(x) + g(x).
Die Funktionen f(x) und g(x) sei

lim hi(x) = lim(£(x) + g(

-

Xx—->a Xx—->ra
lim £(x} + 1lim g(x) = £{

X—->ra X—>a

en an der Stelle a stetig.

x)) =

a) + g(a)

Wegen dem bekannten Grenzwertsatz flr Folgen, dass der
Grenzwert einer Summenfolge gleich der Summe der Grenz-

werte der beiden Folgen ist, gilt

Die Funktion h(x) = f(x) + g(x) ist stetig an der Stelle a.

Die gleichen Uberlegungen gel
Zusammensetzungen von Fun
und auch fiir die verkettete Fun
Sind fund g stetig in a, dann is

ten auch flr die anderen
ktionen h{x) = f(x) = g(x)
ktion h(x) = g(f(x)).
tauch h stetig in a.

i-f{x)=x

c:f(x)=d

] 1

Betrachten wir erstens di
zweitens die identisch

tante Funktion c: f(x) = d und

unktion i: f(x) = x. Offensichtlich sind

beide Funktionen an jeder Stelle (global) stetig.

Durch Zusamm

setzung dieser beiden Funktionen kann eine

Vielfalt von Funhktionen erzeugt werden, welche dann ihrerseits

ebenfalls

p(x) =4(n)*x*n + a(n-1)*x*(n-1)

tig sind, beispielsweise die Polynomfunktion p(x).

.+ a(2)%x 2 + a(1)*x + a(0).
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Im Bemlhen immer exaktere Definitionen zu finden, wurden
diese in der Sprache der Mengenlehre formuliert. Man nennt
sie daher topologische Definitionen.

lim {x} = a
¥X—->a

Die reelle Zahl a ist der Grenzwert der Zahlenfolge {x}, wenn

in jeder noch so kleinen Umgebung U(a;d) von a fast alle
Zahlen der Folge liegen, d.h. zu jeder beliebig kleinen Lange d
gibt es eine Nummer N, sodass flr alle Zahlen x ab dieser
Nummer gilt: a-d<x<a+ d oder |x -a| < d. Eine Folge ist eine
Menge von bestimmt angeordneten und nummerierten Zahlen.

lim f{x) = f(a)
X—->a

Die reelle Funktion f(x) ist an der Stelle a stetig, wenn es zu
jeder noch so kleinen Umgebung V(f(a);e) eine Umgebung
U(a;d) gibt, sodass deren Funktionsbild f(U) eine Teilmenge
von Vist, d.h. fiir beliebige Langen e existiert eine Lange d,
sodass aus |x - a] < d folgt |f(x) - f(a)] < e.

Zur Ubung soll die Stetigkeit von f(x) = 1/x bewiesen werden.

Die Funktion f{x) = 1/x ist Gberall auf R definiert, ausgenommen
x = 0. Dort liegt eine unendlichg Sprungstelle (Pol) vor. D=RW{0}.

Es soll topologisch die Stetigkeit in a> 0 bewiesen werden.

v P(alf(a))

Beweis:
b =f(a) = 1/a und e beliebig klein.
Umgebung V(b;e): b-e < f(x) < bi+e

b-e<f(x)<b+e ity

Ma-e<1lx<1late
(1-a"e)fa<1ix < (1+a*e)la
al(1+a*e) < x < al{1-a"e)
linke Halblange von U(a): |=a{al(1+a%e) = (a*e)l(1+a"e)
rechte Halblange von U{a): r=pi(1-a"e) - a= (a®e)l(1-a"¢)
d=min(l,r)
Umgebung U(a;d): a-d < x < a+

==

Zur Umgebung V(f(a);e) existiert Umgebung U(a;d) mit V = f{U).
Damit ist die Stetigkeit von f(x) 7 1/x an der Stelle a bewiesen.
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Der Zwischenwertssatz

Eine im Intervall [a;b] stetige Funktion y=f(x) ist beschrankt.

Sie nimmt jeden zwischen f{a)

und f(b) gelegenen Zahlenwert

mindestens einmal an, wenn x alle Zahlen des Intervalls durch-

lauft. Far alle d aus [f(a);f(b)] g

bt es ein ¢ aus [a;b] mit f(c)=d.

" /v=f(x)
d
! \U c b
fia)
Mullstelle i

Beweis: Es sei [a(n);b(n)] eine
setzter Halbierung und f{a(n)) <
seic, also lim {a(n)}=lim {b(n)}
fix) stetig ist, gilt lim {f(a{(n))} =1
Somit muss gelten: d=f(c).

Folgerung: Haben im Intervall [

Intervallschachtelung mit fortge-
= d <= f(b(n)). lhr innerster Punkt
=¢ filir n gegen Unendlich. Weil

a;b] die Funktionswerte f(a) und

f(b) verschiedenes Vorzeichen, dann liegt dort eine Nullstelle B3.

m {f(b{n))} flr n gegen Unendlich.
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Definition des Differenzialquotienten

Gegeben ist eine Funktion f(x)
und darauf ein Punkt P(alf(a)) Q
und ein benachbarter Punkt Q(x/f(x)).
|-
fi(x)
KTy a1 a x 10
Betrachtet man den Kurvenver|auf in den Punkten P und Q,

ansteigt als im Punkt P. Als ein Mal flr den Kurvenanstieg

dann ist offensichtlich, dass diI Kurve im Punkt Q steiler
in einem Punkt dient die dortige Tangentensteigung.

Diese Tangentensteigung beschreibt die lokale Veranderung
der Funktion in einem Punkt. Sie wird Differenzialquotient
der Funktion an der Stelle a genannt.

Gegeben ist eine Funktion f(x)
und darauf ein Punkt P(alf(a)).

Gesucht ist die Tangente in P.

1) Punkt Q auf der Kurve.
2) Sekante s = PQ ermitteln. -
3) Anndherung von Q an P.
4) Tangete tin P ist erreicht. P t

(x)

7  a e———x 10

Die Tangente ist somit die Grenzlage der Sekante,
wenn sich x kontinuierlich an die Stelle a annahert.
Dabei wird die Differenz (x - a) Uunendlich klein.

)

-10

Wird nun fiir jede Stelle x der Ahnaherung die
Steigung k der Sekante berechpet, dann erhélt
man in der Grenzlage die Steigung der Tangente !
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Gegeben ist eine Funktion f(x)
und darauf ein Punkt P(alf{a))
und ein benachbarter Punkt Q(

KIf(x)).

(x)

-10

[

7 a x 10

Im rechtwinkeligen Dreieck PSQ ist (x-a) die Ankathete

und (f(x)-f(a)) die Gegenkathete
Fiir die Steigung k der Sekante

und w der Winkel bei P.
PQ gilt dann k = tan(w).

Also ist k = (f(x)-f(a)) / (x-a). Dieser Differenzenquotient
gibt die mittlere Anderungsrate|der Kurve an. Wenn wir
die Stelle x kontinuierlich an di¢ Stelle a annahern, dann

erhalt man als Grenzwert die S

Gegeben ist eine Funktion f(x)
und darauf ein Punkt P(aif(a))
und ein benachbarter Punkt Q(

Fir den Grenzwert der Sekante
schreibt man:

eigung der Tangente.

KIT(x)).

nsteigung

If(x}

-10

[

fix)-£f(a)
£f'(a) = 1im - ————-——- od

Dabei bedeutet "lim" den Greni
voh X gegen a (x == a) und das

17 a x 10

fia+th)-£f{(a)

rwert (limes) fir die Anndherung
neue Symbol f(a) steht fr die

Man sagt dazu "f Strich an der Btelle a".
Bei der zweiten Schreibweise durchlauft h = (x-a) eine Nullfolge.

Tangentensteigung bei a. Diesl}heiﬂt auch Differenzialquotient.
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Gegeben ist eine Funktion f(x)
und darauf ein Punkt P(alf(a)).

fix)-f£f({a)

Gesuchtist die Tangente t
an die Kurve im Punkt P(alf(a)).
Alsot:y=k'x+d

T(xly)
f(x)

-10

—

Von der Tangentengleichung y|= k*x + d kennen wir die
Steigung k = f'(a). Es muss y-Abschnitt d ermittelt werden.
P liegt auf t, also gilt f(a) =f'(a)*a + d, also d =f(a) - f'(a)*a.

Einsetzen in die Tangentenglei

Tangentengleichung vontinP

Gegeben ist eine Funktion f(x)

und darauf ein Punkt P(alf(a)).

chung: y=f(a)*x + f(a) - f'(a)*a.

unkt P: v =f(a)*(x-a) + f(a).

f(x)-f(a)
lim - ———————- = f£'(a)
x->a (x—a)
Beispiel: f(x) = x3. Q
Gesucht wird der Differenzial-
quotient an der Stelle x = 4,
also f'(4).
f(x)
10 0 :1// a X 10

(1) Es gilt: f(x) -fla)=x*-a*= (x
Dividiert man durch (x - a) so er
quotient (x* + x*a + a?).

(2) Nahert man nun x kontinuie
ist der Grenzwert lim(x*+ x*a +

Fa)t(x*+ xta + ad).
halt man als Differenzen-

rlich an die Stelle a, dann
af)=(a*+a*+ a%) =3"a’

Fiir a=4 ist der Differenzialquotient dann f(4) = 3"42 = 48.

Ergebnis: Fir die Funktion f(x)
Tangente tin P{4/64): v = 48" (x4

= x*giltf(a)=3"a%

d4) + 64 = 48"x - 128.
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Funktion f(x) = x*
Ableitungsfunktion f'(x) = 2*x.

F(x)

Fe9

Es gibt Funktionen mit Stellen x, wo,/de
hicht existiert. Eine Funktion f(x) heiBt g
wenn f(x) an jeder Stelle existiert. Dadl
Funktion erzeugt, die jedem x-Wert der
als Funktionswert zuordnet. Diese Funk
die Ableitungsfunktion der gégebenen

Die Ableitungsfunktion stellt die Tange
Wenn sie an einer Stellé Null wird, danr

S 1

I Differenzialquotient
lobal differenzierbar,
urch wird eine neue

1 Differenzialquotienten
ttion y = f(x) hennt man
Funktion f.

ntensteigungen dar.
n verlauft die Kurven-

tangente dort parallel 2ur x-Achse, beis

pielsweise im Punkt S.

Es gibt Funktionen f(x), welche|an einer Stelle a zwar
stetig sind, aber nicht differenzjerbar, d.h. es kann dort

keine eindeutige Tangentenstejgun

g ermittelt werden.

Beispielsweise ist die Betragsfunktion f(x) = |x] im Punkt
S(0/0) zwar stetig aber nicht differenzierbar.

f(x)=Ix|
10 x<0 05 1 x>0
x| Ix|
£1(0) = 1lim ——- = -1, £'(0) = lim ——- = +1
x->0 x x—>=0 x

MNahert man sich der Knickstelle S(0/0) von links (x < 0),
dann ist f(0) = -1. Nahert man sich von rechts (x = 0},
dann ist f(0) = +1. Die Lage derTangente im Punkt S ist

daher nicht eindeutig bestimmt. Die

Funktion f{(x) = |x] ist

daher an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar.
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Das Auffinden der Ableitungsfunktion f(x) zu einer gegeben
Funktion f(x) nennt man "Differenzieren”. Ausgehend von den
Grenzwertséatzen fir Zahlenfolgen kénnen fir die wichtigsten
Funktionen so genannte Differentiationsregeln hergeleitet
werden. Beispielsweise sei die "Produktregel” bewiesen.

Produktregel: (fFg)'=f"g+fg’

Lix)*gix)-£({a)*gia)

{f{a)*g{a))' = 1im -----————————————
H-a {x—a)
f{x)-£(a) g{X)-g{al
(f{a)*g(a)}' = lim{----—-——- *g(x) + ———————m- *£(a))
H-a {x—a) {x—a)
(E{ay*gl{a)y' = £'(ay*gia) + £{a)*g'(a)

Der Beweis setzt voraus, dass beide Funktionen an der Stelle a
differenzierbar und dort auch stetig sind.

Auf der nachfolgenden Seite sollen noch zwei wichtige Lehr-
satze Uber differenzierbare Funktionen bewiesen werden.

Der Satz von Rolle

Es sei y=1f(x) eine auf dem abgeschlossenen Intervall [a;b]
differenzierbare Funktion. Wenn f(a) =f(b) =0 ist, dann gibt
es eine Stelle ¢ aus [a;b] mit f(c)=0.

Beweis: Wenn f(x) auf [a;b] differenzierbar ist, dann ist dort
f(x) auch stetig und beschrénkt. Also muss esin [a;b] einen
Scheitelpunkt S(cific)) geben (Minimum oder Maximum). D.h.
im Punkt S ist die Tangente parallel zur x-Achse: f(c)=0.

Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Es sei y=1f(x) eine auf dem abgeschlossenen Intervall [a;b]
differenzierbare Funktion. Dann gibt es eine Stelle ¢ aus [a;b]
mit f'(c) = (f{b) - f(a)) [ (b - a). Dort ist die Steigung der Tangente
gleich der Steigung der Sehne durch die zwei Endpunkte des
gegebenen Intervalls.

Beweis: Wir drehen zuerst die Kurve, so dass die Sehne parallel
zur x-Achse liegt. Dann verschieben wir, so dass die Sehne auf
der x-Achse liegt. Nach dieser Bewegung sind die Bedingungen
des Satzes von Rolle erflillt und damit ist alles bewiesen.
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Zwei Beispiele von Ableitungsfunktionen f"(x)

B

y=x'2
y=f{x}=2%

Ableitungsfunktion f (x)

Funktion f(x)

Tangente im Punkt T

Funktion f(x) = x"2
x=-1, f(x)=1, f'(x)=-2
Tangente y =-2"X + -

y=x"3
y=f(x)=3"x"2

Ableitungsfunktion f(x)

Funktion f(x)

& ' 0 i B

Tangente im Punkt T

Funktion f(x) = x"3
x=-1, f(x)=-1, f'(x)=3
Tangente y = 3"x + 2
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Einfache Ableitungsregeln

Das Auffinden der Ableitungsfunktion f'(x) zu einer gegeben
Funktion f(x) nennt man "Differenzieren”. Ausgehend von den
Grenzwertsitzen fiir Zahlenfolgen kénnen fiir die wichtigsten
Funktionen so genannte Ableitungsregeln hergestellt werden.
Einige sollen hier exemplarisch bewiesen werden. Dabei wird
vorausgesetzt, dass die Funktionen an allen Stellen x und a
differenzierbar und daher auch stetig sind.

Pegel wom konstanten Faktor k: (k*f{a))' = k*{f' (a))

k*£(x) - k*f(a)
(k*£(a))' = lim —————-—————————-

(k*f{a))' = 1lim -~ ——f—-———-—--———-
x-a (x—a)
f{x) - f(a)
(k*£f{a))' = k * lim -~ ——f———--—-——--- =k * £'({a).
x-a {x—-a)
Eegel wvom konstanten Summanden c: (£{a)+c)' = £{a})'

Der Beweis erfolgt wie bei der Faktor-Regel.

Summenregel: (f £ g)' = £' £ o

{(f{a)*tg{a))' = 1lim - ---——--—--——""——-—-————

fix)-£(a) gix)-g(a)

(£(a)gla))' = lim(--------- i )
x-ra {x-a) (x-a)

(fla)xg(a))' = £'{a) = g' {a)

Produktregel: (f*q)' = £'*qg + f£*qgq'

f{x) *g(x) -£(a) *g(a)

{(£f{a) *g{a)})' = 1im -----——f——--——--——---
x-ra {x-a)
flx)-f(a) glx)-g(a)
(£f{a) *g(a))' = lim{--------- mep (XY £ Sssmsases *fla))
x-ra (x-a) {x-a)

(£(a) *g(a))' = f£'(a)*gla) + £{a)*g' (a)
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Kehrwertregel: (1 f qd' = - g § g°

1/g(x) - 1/g(a)

(1fgla))' = Llim ====—=-=coaa-ao
x-ra {(x—-a)
(gla)-g(x)) f{g{x) *g(a))
(1/ga))' = lim{-—--——--——-———————————~ )
x—ra {x-a)
1 gi{x) —g(a)
(1/gfa))' = lim(- - ————---—- PO I )
x=>a g(x)*gla) {x-a)
i
o e e e * g (a)
g{a) *g(a)
(1/gfa))' = - g'{a) f g®(a)
Quotientenregel: (f f gy’ = (£ *q - g'*£) [ g°

Der Bewei= folgt aus Produkt- und Kehrwertregel:
(£.F 4)' = ({f22fgy' = £ *(1fg) + (-q' Fg*)*f
(£ g)) = A£ % = g-*E) J g7}

Gegeben sind zwei Funktionen v = £{x) und v = g(x)
Wird der Funktionswert von f zum Argument wvon g, so
erhilt man eine werkettete Funktion h{x) = g(£f({x)).

Kettenregel: h'{a) = g' (£{a)) * £'{a)
{auBere Ableitung mal innerer Ableitung)
gi{f(x)) - gl(fia))
{h{a))' = 1lim ~-——f————---—-—-——-—--
x-a {x—-a)
g{f{x))-g({f{a)) fix)-f(a)

[
=
[
g
L

|

I

I

I

I

|

I

|

I

|

I

I

I

I

|

»

|

I

I

I

I

|

I

|

1
S

{h{a})}'
x-ra fi{x)-£(a) {(x-a)
g' (£(a)) * £'(a)

(hi{a))"'

Gegeben sind v = £(x) und ihre Umkehrfuntion g,
d.h., g{f{x)) = i(x) = x. DPann gilt: g' = 1 g,
Diese Umkehrregel folgt aus der Kettenregel:
g({f{a))' = g'{£(a)) * £'(a) = 1

g' (£(a)) 1/ £ (a)

Identische Funktion i(x) = x, i'{x) = 1.
Konstante Funktion ki(x) = o, k'{(x) = 0.
Beweis: Der Anstieg bei beiden Funktionen ist
itherall konstant: tan(45°)=1 bzw. tan{0°)=0.
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Potenzfunktion: y=x*r, y'=r" x*(r - 1), mit r=rational.

Fall 1: r = n, eine natiirliche Zahl, y = x"n.
y=x"2=x"yy=1Tx+1"x=2%

y=x23=(x"2) " x, ' = (2"x)" x + (x*2)"1 = 3"x"2.

y = x*n = (xMn-1))"x, y' = (h-1)"%x*(n-2)"%x + x*{n-1)*1 = n*x*(n-1).
Ergebnis: y' = r'y*{r-1).

Fall 2: r = -n, eine negative ganze Zahl, y = x*(-n) = 1/x*n.
y' = (1x*n)" = -n*x*(n-1) [ x*{2"n) = -n"x*(-n-1).
Ergebnis: y' = r*x*(r-1).

Fall 3: r = 1In, y = x*(1/n) = n-te Wurzel aus x.

y = x*(1/n) ist die Umkehrfunktion von x = y*n.
Wegen Umkehrregel gilt: y' = 1/{n*y*(n-1)).

y' =1n"*y*(1-n) = 1n* x*(1In*(1-n)) = 1In * x*{(1In-1).
Ergebnis: y' = (x*r)" = r*'x"(r-1).

Fall 4: r = zIn, eine rationale Zahl, y = x*(z/n).

y = x*(z/n) = (x*(1In)}*z. Wegen Kettenregel gilt:
y' = z*(xMUn))*(z-1) * (1In)*x*(1In-1). )

y' = (zin) * x*(z-1)n) * x™({1-n)/n).

y' = (zIn) * x*((z-n)In) = (zIn) * x*(z/n-1).
Ergebnis: y' = r ™ x*(r-1).

Mit diesen Regeln werden viele verschiedene Funktionen
differenziert: z.B. Polynome und rationale Funktionen.

Die Ableitungsfunktionen fiir die Sinusfunktion und fiir die
Logarithmusfunktion werden hier ohne Beweis angegeben:
Logarithmusfunktion: y=In{x), y'=11/x.

Sinusfunktion: y = sin(x), y'= cos(x).

Damit kénnen dann weitere Funktionen differenziert werden.

Exponentialfunktion: y= exp(x), y' = exp(x).
Beweis: In(exp(x)) = x, 11 exp(x) * exp(x)' =1, exp(x)' = exp(x).

Cosinusfunktion: y= cos(x), y' = - sin(x).
Beweis: cos?(x) =1 -sin?(x), 2"cos(x)*cos(x)' = - 2"sin(x)"cos(x).
cos(x)' = - sin(x).

Tangensfunktion: y=tan(x), y'== 11 cos?(x) =1 + tan?(x).
Beweis: tan(x) = sin(x) [ cos(x) und Quotientenregel anwenden.

Arcussinus-Funktion: y= arcsin(x), y' =11 sqrt(1 - x2).
Beweis: arcsin(sin(x)) = x, arcsin({sin(x))'* cos(x)=1.
arcsin(sin{x))' = 1/1cos(x) = 1/ sqrt{1 - sin?(x)).
arsin(x)' = 171 sqrt(1 - x2).
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Zum Schluss einige Anwendungen der Ableitungsregeln:

v=4"x*3
y'=4"3"x 2 = 12" x"2
Potenzregel

y = sqrt(3*xA2) = (3*xA2)M(112)
y' = (U2)" (3% x A 2)M(-112)"(6%x) = (3™ x) [ sqrt(3*xM2)
Kettenregel und Potenzregel

y=(3"x"2+5%x) 1 (2*x - 1)

y'=(E"x+5)" (2% -1)-2"(3"x*2+ 5) | (2" -1)r2 =
y'=(12"x"2 + 10"x -6%x -5 -6"x*2 -10) / (4*x 2 -4*x + 1) =
y'=(6"x"2 -4"x -15) | (4"x"2 -4"x + 1)

Quotientenregel und Potenzregel

y=x" exp(x)
y' = T1exp(x) + x"exp(x)=(1+ x)"exp(x)
Produktregel und Exponentialfunktion

y=sin(x"2 - 1)
y' =cos(x2 -1) " (2°x) = 2*x"cos(x™2 - 1)
Kettenregel und Sinusfunktion
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Ableitung der LOGARITHMUS-Funktion

In diesem Kapitel sollen die Ableitungsfunktion f'(x) von
Sinusfunktion und Logarithmusfunktion hergeleitet werden.

Definition des Differenzialquotienten:

f{x) - f£(a)
f(a)' = 1im ~————————-

Alternative Schreibweise des Differenzialquotienten:

f(a+th) - f(a)
f(a)' = 1im —-—-——————————-

Wenn x gegen a strebt, dann strebt h = (x - a) gegen Null.
Umgekehrt wenn h = (x - a) gegen Null strebt, dann muss
X gegen a streben. Also sind die beiden Schreibweisen
des Differenzialquotienten aquivalent.

Gegeben ist die Logarithmusfunktion y = In(x).

In anderen Kapiteln ist der natdrliche Logarithmus
ausflhrlich beschrieben. Er ist die Umkehrfunktion
der Exponentialfunktion exp(x) = e*x mit e*n{x)= x.

Es sollen noch drei Hilfsséitze bewiesen werden. Dabei
sind nur die Rechenregeln flir Potenzen vorausgesetzt.

Hilfssatz 1: In(x) + In{y) = In{x * y).
Beweis: x "y = e*n(x) * e*In(y) = e™(In(x) + In(y)).
d.h. In(x * y) = In(x) + In(y).

Hilfssatz 2: k™ In(x) = In{x"k).
Beweis: x "k = e*In(x)}*k = e*(k*In(x)).
d.h. In(x*k) = k * In(x).

Es ist aJlog(x) der Logarithmus von x zur Basis a,
und somit gilt a*(allog(x)) = x.

Hilfssatz 3: ajlog(x) = In(x) | In(a).

Beweis: x = a*(allog(x)) = (e*In(a))*(allog(x)) = e*{In(a)*ajlog(x)).
x = e”Mn(x) = e*(In(a)*ajlog(x)), d.h. In{x) = In(a) * ajlog(x),

und somit gilt ajlog(x) =In(x) [ In{a).
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Gegeben ist die Logarithmusfunktion vy = In(x).

In(x+h)-1In(x)
¥v" = In(x)}" = 1lim - - -—————————-
h-=0 h

In((x+h)ix) I h =

(In(x+h) - In(x)) I h
) = (1x) * In((1+11(x/h))* (xIh)).

In(1+hix) I (x“hix

Substitution: n=x/h.
Wenn h gegen Null strebt, dann strebt n gegen Unendlich.

(In(x+h) - In(x)) Th = (11x) * In{(1+1/n)*n).

y' = lim((1/x) * In{(1+1/n)*n)) fiir n gegen Unendlich.
y' = (11%) * lim(In{(1+1/n)*n)) fir n gegen Unendlich.

In und lim kénnen vertauscht werden, weil In(x) stetig ist.
y' = (11%) * In(lim(1+1/n)*n)) fir n gegen Unendlich.
yv'=(11x) * In(e) mit e =2.718..... Eulersche Zahl.

y' =1/, weil In(e) =1 ist.

Damit wurde bewiesen, dass In{x)'=11x ist.

y=f(x}=1Ix

y = f(x) = In{x)

Logarithmusfunktion In(x) undjAbleitungsfunktion 1/x
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Ableitung der SINUS-Funktion

Gegeben ist die Sinusfunktion v = sin{x).

sin(h)
Hilfssatz: lim -~ ————- = 1

Beweis:

= sin(h)
cos(h)
= x*T*h/180 b a
= 1*{*h/180

LTI
Il

n] x 1

b <=y <= a
x*T*h/180 <= y <= T*h/180

¥ <= y*180/(T*h) <= 1

Winkel h im BogenmaB, d.h. 180° = |

-

x <= y/h <= 1

cos(h) <= sin(h)/h <= 1
Wenn h gegen 0 strebt, dann gilt:
1 <= sin(h)/h <= 1

Ergebnis: lim{(sin(h)/h) = 1 fiir h gegen 0.
I

Gegeben ist die Sinusfunktion y = sin(x).
sin(x+h)-sin(x)

y' = sin(x)' = 1lim - --———————---—-

sin{x+h) = sin((x+h/2) + h/2) =

sin{x+h/2)*cos(h/2) + cos{(x+h/2)*sin(h/2)

sin(x) = sin({(x+h/2) - h/2) =
sin{x+h/2)*cos(h/2) - cos(x+h/2)*sin(h/2)

sin(h+x) - sin(x) = 2*cos(x+h/2)*sin(h/2)
sin(x+h)-sin(x) sin(h/2)
——————————————— = cos(x+th/2) * ———————-
Wenn h gegen 0 strebt, dann strebt auch hi2 gegen 0.
Wegen dem Hilfssatz gilt somit y' = cos(x)* 1= cos(x).

Damit wurde bewiesen, dass sin(x)'= cos(x) ist.
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DIFFERENZIALRECHNUNG

Tell 2 (Praxis)

Tangenten in Kurvenpunkten
Kurvendiskussion - Theorie
Kurvendiskussion - Praxis
Asymptoten einer Kurve

Extremwertaufgaben
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Tangente in einem Kurvenpunkt

------------------------------------------------------------------------------------

- Funktiony-=.sqrt(@-4"2) ...l
Berilhrplunkt T(2/2.24), Tangente v = -0.89"x + 4.02 '

-Achze

Gegeben ist die Kreisfunktion y = f(x) = sqrt(r*2-x"2) mit dem Radius r = 3.
Gesucht ist die Tangente im Kreispunkt T(2/y).

f(x) = sQri(9-x"2) = (9-x*2)(1/2)
F(x) =(1/2)*(9-x"2)(-1/2)*(-2*x) = - X / Sqrt(9-x"2)

Tangentengleichung im BerUhrpunkt T(a/f(a)): y = f'(a)*x + (f(a)-f'(a)*a)

f(2) = sqrt(9-4) = sqrt(5) = 2.24
f(2) =-2/sqgrt(5) =-0.89

Berthrpunkt T(2/2.24)
Tangentengleichung in T:y = -0.89*x + 4.02
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Kurvendiskussion —

Gegeben ist eine Funktion f(x)
und darauf ein Punkt P(alf(a))
und ein benachbarter Punkt Q

Theorie

KIT(x)).

Die Funktion sei differenzierbar. Q
Kurve monoton wachsend
|~
f(x)
KTy a1 a x 10

Die Kurve ist zwischen P und G
d.h. f(x) >= f(a) flr alle x > a.

d.h. f(x) - f{a) >= 0 fiir alle x > a.
d.h. (f(x) -f(a)) I (x - a) »>= 0 fr al

) monoton wachsend,

ex>a.

Wenn nun x gegen a strebt, sin
immer gréBer oder gleich Null,

alle Differenzenquotienten
Iso auch ihr Grenzwert f'(a).

Eine Funktion f(x) ist auf einem|Intervall genau dann monoton
wachsend, wenn dort die Ableitung f(x) >= 0 ist.

Gegeben ist eine Funktion f(x)
und darauf ein Punkt P(alf{a))
und ein benachbarter Punkt Q(

Die Funktion sei differenzierbar.

Kurve monof

ey

KIF(x)).

on fallend

-10 0

Die Kurve ist zwischen P und
d.h. f(x) <= f(a) flr alle x > a.
d.h. f{x) - f(a) <=0 flr alle x > a.

" a x%

) monoton fallend,

d.h. {f(x) -f(a)} I (x - a) <=0 fiir al
Wenn nun X gegen a strebt, sin

ex>a.
alle Differenzenquotienten

immer kleiner oder gleich Null, also auch ihr Grenzwert f'(a).

Eine Funktion f{x) ist auf einem|Intervall genau dann monoton
fallend, wenn dort die Ableitung f'(x) <=0 ist.



82

Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 4

Kurve nach oben hoh

Die Kurve ist auf dem ganzen Iy
d.h. die Tangentensteigung f'(

ntervall nach oben hohil,
() wachst dort monoton,

weil flr x < 0 der Steigungswinkel w der Tangenten stumpf

ist und die Tangentensteigung
Mach dem Monotoniesatz gilt d

(tan(w)) dort negativ ist.
her flr die zweite Ableitung

(Ableitung der ersten Ableitung) f'(x) == 0.

Eine Funktion f(x) ist auf einem|Intervall genau dann nach
oben hohl, wenn dort die zweitg Ableitung f'(x) >= 0 ist.

Kurve nach unten hohl

/) |
Die Kurve ist auf dem ganzen In

d.h. die Tangentensteigung (3
weil flir x > 0 der Steigungswinl

I1 \\
itervall nach unten hohil,

) fallt dort monoton,
kel w der Tangenten stumpf

ist und die Tangentensteigung
MNach dem Monotoniesatz gilt d

(tan(w)) dort negativ ist.
her flr die zweite Ableitung

(Ableitung der ersten Ableitung) f'(x) <= 0.

Eine Funktion f(x) ist auf einem|Intervall genau dann nach
unten hohl, wenn dort die zweite Ableitung f'(x) <= 0 ist.



Herbert Paukert: Schulmathematik,

Band 4 83

Mit den Monotoniesatzen der E:Jifferenzialrechnung kénnen

im Kurvenverlauf zwei verschis
unterschieden und ermittelt we
Wendepunkte (W). Scheitelpun

S

dene Arten von Punkte

rden: Scheitelpunkte ($) und
kte heilen auch Extrempunkte.

a ]

(1) Ein Scheitelpunkt S liegt day
parallel zur x-Achse verlauft un
Krimmungsrichtung gleich bl

S ist genau dann ein Tiefpunkt,
S ist genau dann ein Hochpunk

(2) Ein Wendepunkt w liegt vor,
Krimmung im Punkt W dndert,
und auf der anderen Seite ist f"

nn vor, we

der zweiten Ableitungsfunktion

Beim Kurvenpunkt mitf'(a) =0,

I1 a

g(n die Tangente in S
in einer Punktumgebung die
ibt (nach oben oder unten hohl).
wenn f'(a) =0 und f'(a) > 0.

(t, wenn f'(a) =0 und f'(a) < 0.

wenn sich die Richtung der
d.h. auf einer Seite istf'(a) <0

(a) > 0. Wegen der Stetigkeit

muss daher f'(a) =0 sein!

(a) = 0 und F"(a) = 0 ist

die Kurvenkriimmung besonde
Beim Kurvenpunkt mitf'(a) =0,
die Kurventangente waagrecht

P

rs flach (Flachpunkt).

f'(a) =0 und f"(a) <> 0 ist

(Sattelpunkt).

a ]

Die Entscheidung ob Wendepu
in obigem Beispiel erst die dritt

Ganz allgemein gilt: Ein Wend

!1 a

nkt vorliegt oder nicht, liefert

e Ableitung f'(a).

punkt liegt dann vor, wenn

der Grad der ersten nicht verschwindenden Ableitung un-
gerade ist. Ist dieser Grad hingegen gerade, dann handelt
es sich um einen Scheitelpunki.

Auf der nachsten Seite werden|beliebige Kurven dargestellt
und mit Hilfe der gewonnenen Kenntnisse diskutiert.
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Kurvendiskussion — Praxis

Gegeben ist eine Polynomfunktion dritten Grades:
y =f(X) = x"3 - 2*x"2 - 3*x + 4

Fur die Nullstellen gilt: f(x) = 0.

An Hand des Schaubildes der Funktion und durch Ausprobieren erhéalt
man die Nullstelle xo = 1. Daher muss (x — 1) die Polynomfunktion f(x)
teilen, d.h. (X3 — 2*x"2 — 3*x + 4) : (x — 1) = X2 — x — 4. Die restlichen
zwei Nullstellen sind Lésungen der quadratischen Gleichung x"2 — x — 4.
x1= (1 +sqrt(17))/ 2=2.56 und x,=(1-sqrt(17))/ 2 =-1.56.

f(x) = XA3-2"xA

_________________________________________

------------------------------------------

H-Achse

3 B

b g ——

_MNullstelle N(1/Q). ....___[.........| — | T A
]: -Achze
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Gegeben ist eine Polynomfunktion dritten Grades:
y =f(X) = x"3 - 2*x"2 - 3*x + 4

Fir die Extremstellen gilt: f'(x) = 0
FUr Hochpunkte gilt zusatzlich: 7 (x) <0
Fir Tiefpunkte gilt zusatzlich: f7(x) > 0

f(X) = x"3 - 2*x"2 - 3*x + 4
f(x)=3*"2-4*x-3
f"xX)=6*x—4

f7(x)=6

f(x)=3**x2-4*x-3=0
X1 = (4 +sqrt(52)) / 6 = 1.87, f7(1.87) = 7.22 > 0, Tiefpunkt T(1.87/-2.06)
X2 = (4 — sqgrt(52)) / 6 = -0.54, f7(-0.54) = - 7.24 < 0, Hochpunkt H(-0.54/4.88)

f(x) = X"3-2"x"2-3"x+4 |

_________________________________________

------------------------------------------

H-Achse
SUUNESS SN CHNINAN: SHNSNS NSNS U —
. Tiefpunkt T(1.871-206) .| — | T e

Hochpunkt H(-0.54/4.88)

-Achse
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Gegeben ist eine Polynomfunktion dritten Grades:
y =f(x) =x"3 - 2*x"2 - 3*x + 4

Fir die Wendestellen gilt: " (x) =0

f(X) = x"3 = 2*x"2 - 3*x + 4
f(x) = 3*x"2-4*x -3
f"X)=6*x—-4

f"(x)=6

f"X)=6*x—-4=0

x = 2/3 =0.67, Wendestelle W(0.67/1.39)

Wendetangente: y = f'(a)*x + (f(a)-f'(a)*a) mita = 0.67
y=-4.33*x + 4.30

_________________________________________

------------------------------------------

H-Achse
___Wendestelle W(0.67/1.39), Tang Ix+430 L.
J: -Achse
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Asymptoten einer Kurve

Die Asymptoten einer Kurve

Gegeben ist eine rationale Funktion y = p(x) I q(x). Eine Asymptote
ist eine Gerade y=k™x + d, an die sich die Kurve stetig annihert,
ohne sie im Endlichen zu beriihren. Man unterscheidet senkrechte,
waagrechte oder schiefe Asymptoten.

Unter Grad n einer Polynomfunktion p(x) versteht man die gréfite
Hochzahl n <= 0. p(x) = a(n)*x*n + a(n-1)"x*{n-1) +...+ a(1)*x + a(0})

Senkrechte Asymptoten

Die nicht kilrzbaren Nullstellen des Nennerpolynoms ¢g(x) = 0 nennt
man Pole xP der Kurve. Dort strebt die Funktion gegen Unendlich,
und x = xP istdie Gleichung einer senkrechten Asymptote.

Waagrechte Asymptoten

Wenn der Grad[p(x)] < Grad[q(x)]. dann gilt lim [p(x)/q(x)] = 0 fir x
gegen Unendlich, und y=0 (x-Achse) ist waagrechte Asymptote.

Wenn der Grad[p(x)] = Grad[q(x)]. dann gilt lim [p(x)/q(x)] = ¢ fiir x
gegen Unendlich, und y=¢ ist waagrechte Asymptote.

Schiefe Asymptoten

Schiefe (lineare) Asymptoten y = g(:
liegen vor, wenn Grad[p(x)] = Grad[

fiix)=(x*+3"%x) [ (x -2)
Durch Polynomdivision erhdlt man:
(2+3"x) 1 (x-2) = (x+5)+ 101 (¥ -
Die lineare Funktion g(x)= x+ 5]|is
schiefe Asymptote, weil die Differen
d(x)=f(x) -g(x)=10/(x -2) gege
MNull strebt filr x gegen Unendli

he Polstelle und daher dort auch

hilt man bei Polynomdivision

= f(x) asymptotisch annihern.
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Extremwertaufgaben

Einem gleichschenkeligen Dreieck mit der Seite ¢ =6 cm und
der Héhe h =8 cm werden Rechtecke so eingeschrieben, dass
eine Seite auf ¢ liegt. Welches Rechteck hat die gréite Flache?

Die Seiten des Rechtecks sind x und z.

Die Rechtecksfliache F hdngt von x und z ab
und wird mit der Ansatzfunktionfix,z)=x" z
berechnet. Um eine Variable zu eliminieren,
wird eine Beziehung zwischen x und z D h
gesucht (Mebenbedingung).

Aus der Zeichnung ist ersichtlich, dass

die Dreiecke ABC und DEC &hnlich sind. + N
Esgilt c:h=z:(h-x) ur'ldz=¢:"|:h-){}.fh."ﬂ'L ¢

MNun wird z in die Ansatzfunktion f(x,z)=x " z eingesetzt:

F(x) = (c/h) " (h*x - x*2) und das soll ein Maximum werden.
Dazu wird die erste Ableitung F'(x) gebildet und die Lésungen
der Gleichung F'(x) =0 ermittelt. Diese sind die Extremwerte
und ein Maximum liegt dann vor, wenn dort F"(x) < 0 ist.
F'(x)=(c/h)* (h-2"x). AusF'(x)=0 folgt x=hl2 undz=c/2.

Z

Ergebnis: Im gesuchten Rechteck sindx=4dcmund z=3 cm.

Solche Extremwertaufgaben werden nun ndher beschrieben.

In der Praxis kann das Differenzieren der Ansatzfunktion oft
nur umstandlich durchgefiihrt werden. Dann sind folgende
Vereinfachungen der Ansatzfunktion sehr hilfreich.

Wichtige Vereinfachungen der Ansatzfunktion y = F(x):

[V1] Die Funktionen f(x) und f(x) + ¢ haben die gleichen
Extremwerte. Beweis: (f(x)+ c)'=f(x)+0=f(x).

[V2] Die Funktionen f(x) und k* f(x) haben die gleichen
Extremwerte. Beweis: (k™ f(x))' = k™ f'(x).

[V3] Die Funktionen f(x) und sqrt(f(x)) haben die gleichen
Extremwerte. Beweis: Wegen Potenzregel und Kettenregel gilt
sqrt(f(x))’ = (F(x)*(112))" = (12)"f(x)*(-112)"F (x) = f'(x) | (2" sqri(f(x)).
Also haben sqrt(f(x))' und f(x) die gleichen Nullstellen.

[V4] Die Funktionen f{x) und 1/f(x) haben die gleichen
Extremwerte. Dabei sind Maximum und Minimum vertauscht.
Beweis: Wegen Kehrwertregel gilt (11f(x))' = - f(x) I f(x)%.
Also haben f(x)' und (1 7f{(x))’ die gleichen Nullstellen.

Es folgen nun zwei Bespiele von Extremwertaufgaben.
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Eine wichtige Anwendung der Differenzialrechnung sind die
Extremwertaufgaben. Dabei wird schrittweise vorgegangen:

(1) Man stellt jene Gréle, die entsprechend der Angabe ein
Maximum oder gin Minimum sein soll, als Funktion von einer
Variablen dar: y=f(x), Ansatzfunktion.

(2) Ist das nicht mdglich, dann verwendet man zwei Variable
¥ und z zur Aufstellung der Ansatzfunktion: v = f(x,z).

Auf Grund weiterer Textinformationen bzw. geometrischer
Sachverhalte stellt man eine funktionale Beziehung zwischen
den beiden Variablen her: z = g(x). Mit Hilfe dieser Neben-
bedingung eliminiert man dann z aus der Ansatzfunktion.

y = f(x,2) = f(x,g9(x)) = F(x). Das ist eine Funktion nur mehr mit
einer Variablen.

(3) Man vereinfacht die Ansatzfunktion so weit wie méglich.
Die wichtigsten vier Vereinfachungen werden weiter unten
ausfihrlich beschrieben.

(4) Man bestimmt die Ableitung F'(x) und setzt sie gleich Null.
Man ermittelt die Lésungen der Gleichung F'(x) = 0. Das liefert
die Extremwerte der Ansatzfunktion. Mit der Ableitung F"(x)

dberprift man nun, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt.

Beispiel A: Ein Gewdlbegang hat den Querschnitt von der
Form eines Rechtecks mit einem aufgesetzten Halbkreis.
Der Umfang U ist auf Grund des Baumaterials mit 10 Metern
vorgegeben. Wie muss das Gewdlbe gebaut werden, damit
der Querschnitt méglichst grofl wird ?

Ansatzfunktion: F(x,z) =2"x"z + "' %32
(Flache von Rechteck und Halbkreis) i

Mebenbedingung: U=2"x+ 2"z + T'x
z=(U-(2+M)'x)i2

Ansatzfunktion: F(x) = (U - 2+1)"x)"'x + T'x%2 Z
F(x)=U"x - (2+]/2)"x*

F'(x)=U - (4+M)"x

F'(x)=0, d.h. x = U (4+1]).
F"{x) = -(4+1) < 0, d.h. Maximum bei x= U/ (4+7]).

x=101714=140, z=(10-514"1.40)/12=1.40

Ergebnis: Der Gewdlbequerschnitt kann einem Quadrat mit
der Seitenlange von 2.80 m eingeschrieben werden.
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Beispiel B: Einem Halbkreis mit Radius r=5 cm werden
gleichschenkelige Dreiecke so eingeschrieben, dass ihre
Spitzen im Kreismittelpunkt liegen. Gesucht ist das Dreieck
mit der gréfiiten Flache.

ot e

X

Ansatzfunktion: F(x,z) = x * z, Dreiecksflache.
Nebenbedingung: x*+ z®=1r? z = sqri(r* - x?

Ansatzfunktion: F(x) = x* sqrt(r* - x*) 2

F(x) = sqri(rx® - x*x?) | 2

Vereinfachungen: Konstanten Faktor und Wurzel weglassen.
F(x) = r*x"2 - x4

F'(x)=2r"x -4"x"3=2"x"(r* - 2*'x"2) =0

x1=0, x2 = rlsqrt(2), x3 = +risqrt(2)

Ein sinnvoller Extremwert ist nur x3 mit F"(x3) < 0.
x=5M.41=354, z=x=3.54.

Ergebnis: Das flichengréiite Dreieck hat eine Grundseite
von 7.08 cm und eine Héhe von 3.54 cm.

Extremwertaufgabe

A yx D B

Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius r. Dem Kreis wird das
flachenkleinste, gleichschenkelige Dreieck umgeschrieben.
Seine Basiseite x und seine Héhe y sind zu berechnen.

Ansatzfunktion: F(x,y) = x "y (soll minimal sein)
Mebenbedingung: Die Dreiecke [ADC] und [MTC] sind dhnlich.
Daher sind entsprechende Streckenverhalthisse gleich:
a:x=(y-r):r, a®=x*+ vy~ Einsetzen in die Ansatzfunktion.
Ansatzfunktion F(x) differenzieren. Ableitung F'(x) = 0 setzen.
Lésung: x=r"sqrt(3) und y=3"r.

Hinweis: a=2"r'sqrt(3) = 2*x, d.h. das Dreieck ist gleichseitig!
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Extremwertaufgabe

Gegeben ist ein Kreismif dem Radiuss-Dem Kreis wird das
flaichengréite, gleichschen reieck eingeschrieben.
Seine Basiseite ¢ und seine Héhe h sind zu berechnen.

Ansatzfunktion: F(x,y) = x* (y + r) (soll maximal sein)
Xx=r"*cos(w), y=r"sin(w), sin®{w)+ cos*w)=1. Damit gilt:

F{w) = cos(w)"sin(w) + cos{w). Nun Ableitung F'(w) ermitteln . ..

F'(w) = cos?(w) - sin®(w) - sin{w) = -(2*sin*(w) - sin{w) - 1)

Die Substitution z = sin(w) liefert quadratische Gleichung ...
Lésung: z=0.5 = sin{w), w=30°, x=sqrt(3)'rl2, y=ri2
c=2"x=r'sqrt(3), h=3"r2. a=c. Das Dreieck ist gleichseitig!

Extremwertaufgabe

Aus 3 gleichlangen Bretter (a) wird eine Wasserrinne gebaut.
Der Querschnitt ist ein gleichschenkeliges Trapez mit gréitem
Flacheninhalt. Berechne den Neigungswinkel (w) der Bretter.

X E F
Y
a o a
D a (0

Ansatzfunktion: F(x,y)=x"y+ a” y (soll maximal sein)
Nebenbedingung: x=a " sinfw) und y=a" cos{w)

Ansatzfunktion: F(w) = a®sin(w) cos(w) + a**cos(w) )
Vereinfachte Ansatzfunktion: F(w) = cos{w) * sin(w) + cos(w)
F'{w) = -sin(w)*sin{w) + cos{w)*cos(w) - sin{w)

F'{w) = -sin?(w) + cos?(w) - sin(w). Weil sin®(w) + cos?(w) =1 gilt:
F'(w) = -2*sin?(w) - sin{w) + 1 = 0. Nun Substitution z = sin(w).
F'(z)=2"z2+ z -1 = 0. Die quadratische Gleichung auflésen. ..

Lésung: z =05 = sin{w). Daraus folgt Winkel: w=30°.
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WIRTSCHAFTLICHES RECHNEN

Betriebswirtschaftliche Funktionen
Formeln zur Kosten- und Preistheorie
Zwei Aufgaben zum Uben

Zwanzig weitere Ubungsaufgaben

Grundbegriffe der Input-/Output-Analyse

[ 094 ]
[ 100 ]
[ 101 ]
[ 104 ]
[ 109 ]
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Betriebswirtschaftliche Funktionen

Wirtschafts-Funktionen

Am Beispiel einer einfachen Aufgabe sollen die Grundlagen
der so genannten Wirtschafts-Funktionen erklart werden.

Eine Firma erzeugt ein bestimmtes Produkt. Zuerst wird

eine groflRe Stichprobe von n Stammdaten (x ; y) erhoben.
Es sind x die Stickzahlen und y sind deren Produktions-
Kosten. Mithilfe eines geeigneten Statistikprogramms wird
eine Funktion y = K(x) ermittelt, welche sich optimal an

die n Datenpunkte anpasst. Man erhalt dabei eine kubische
Regressionsfunktion K(x) = 0.01*x® - 9*x* + 3000*x + 250000.
Die Kapazitatsgrenze xK betragt 850 Mengeneinheiten (ME).
Die Funktion beschreibt die Gesamtkosten der Produktion
von x Stiicken in Geldeinheiten (GE).

Auf dem Markt herrscht eine vollstandige Konkurrenz, d.h.

die Fabrik hat kein Angebotsmonopol, sondern mehrere
Anbieter bestimmen den Produktpreis p am freien Markt.
(Polypol). Fiir den Umsatz der Firma ergibt sich dann eine
Erldsfunktion E(x) = p * x. Weil die Firma durch den Ver-

kauf von 800 ME den Gesamterlos von 2280000 GE erzielt,

gilt fir die Erlésfunktion E(x) = 2850*x (2850 = 2280000 / 800).
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1000000

(1) Kostenfunktionen

Gesamtkostenfunktion K(x):
K(x) = 0.01*x?® - 9*x2 + 3000*x + 250000
Definitionsbereich [0;850]

Fixkosten Kf = K(0) = 250000
Variable Gesamtkosten Kv(x):
Kv(x) = K(x) - Kf

Kv(x) = 0.01*x® - 9*x* + 3000*x 250000

W = Wendepunkt von K(x)

-1000 010 850

Kurvendiskussion von K(x):
Die erste Ableitungsfunktion ist K'(x) = 0.03*x? - 18*x + 3000

Sie gibt die ﬁnderungsgeschwindigkeilt der Funktion K(x) an.

Die Kostenzuwachsfunktion wird Grenlzkostenfunktion genannt.
Die zweite Ableitungsfunktion ist K"{xl) =0.06"x -18

Sie gibt die Kurvenkrimmung an. Zuerst ist sie nach unten hohl.
Dann wendet sie sich im Punkt W. Zuleltzt ist sie nach oben hohl.
Wendepunkt W(wly): K'(x) =0, w= 18:"(].06 =300, y = K(w) = 610000
Im Wendepunkt ist der I'llostenzuwachsI minimal (Kostenkehre).

-1000000
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Die Stickkosten k(x)

Die Stiickkosten k(x) ("k" klein geschrieben) erhalt man, wenn
man die Gesamtkosten K(x) ("K" grof geschrieben) durch die
Anzahl der produzierten Stiicke dividiert.

K(x) = 0.01*% - 9*x2 + 3000*x + 250000
k(x) = K(x)/x = 0.01%%2 - 9*x + 3000 + 250000 / x

Jene Produktionsmenge (Stiickanzahl), bei welcher die Stuck-
kosten am geringsten sind, heil3t Betriebsoptimum xOPT. Diese
Situation kann sich eine Firma langerfristig leisten. Daher heifl3t
der Funktionswert k(xOPT) auch langfristige Preisuntergrenze.
Zur Berechnung des Betriebsoptimums wird die erste Ableitung
der Stiuckkostenfunktion Null gesetzt: k'(x) =0 mit k"(x) > 0.

k'(x) = 0.02*x - 9 - 250000 / x*
0=0.02"x - 9 - 250000 / x*
0.02%x* - 9*x* - 250000 = 0
x* - 450*x* - 12500000 = 0

Diese Gleichung dritten Grades kann am einfachsten nach der
Methode der Intervallschachtelung mit fortgesetzter Halbierung
bis zu einer bestimmten Genauigkeit schrittweise geldst werden.
Betriebsoptimum: xOPT = 500 ME mit k(xOPT) = 1500 GE.
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Die variablen Stiickkosten kv(x)

Die Stiickkosten kv(x) ("k" klein geschrieben) erhalt man, wenn
man die variablen Gesamtkosten Kv(x) ("K" groft geschrieben)
durch die Anzahl der produzierten Stiicke dividiert.

Kv(x) = 0.01% - 9% + 3000*x
kv(x) = Kv(x)/x = 0.01%%% - 9*x + 3000

Jene Produktionsmenge (Stlickanzahl), wo die variablen Stiick-
kosten am geringsten sind, heilt Betriebsminimum xMIN. Diese
Situation kann sich eine Firma aber nur kurzfristig leisten, weil
zusatzlich zu den Kosten noch die Fixkosten dazu kommen.

Der Funktionswert kv(xMIN) heif’t kurzfristige Preisuntergrenze.
Zur Ermittlung des Betriebsminimums wird die erste Ableitung
der variablen Stiickkostenfunktion Null gesetzt: kv'(x) = 0.

kv'(x) = 0.02*x - 9 mit kv"(x)=0.02>0
Betriebsminimum xMIN = 450 ME mit kv(xMIN) = 975 GE.

Der Unterschied zwischen Betriebsoptimum und Betriebs-
minimum liegt darin, dass das eine Mal die Fixkosten ein-
geschlossen sind. Das andere Mal sind jedoch die Fixkosten
ausgeschlossen.
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(1) Gewinnmaximierung

Gesamtkostenfunktion K(x)
K(x) = 0.01*x?® - 9*x2 + 3000*x + 250000
Definitionsbereich [0;850]

Erlosfunktion E(x) = 2850 * x
Gewinnfunktion G(x) = E(x) - K(x)
G(x) = -0.01*x® + 9*x* - 150*x - 250000
M = Gewinnmaximum

K(x) rot, E(x) grun, G(x) blau

100000t

y= E(x)

y=K(x)

y= G(x)

-1000 0

Kurvendiskussion von G(x):

200

Die erste Ableitungsfunktion ist G'(x) = -0.03*x? + 18*x - 150

Sie gibt die Anderungsgeschwindigkeit der Funktion G(x) an.

Die Gewinnfunktion ist maximal bei G'!x} =0 rrllit G"(x) < 0.
Die Lésung von G'(x) = 0 liegt dann bei x = xXMAX = 592 ME.
Der maximale Gewinn G(xMAX) betragt dann 740629 GE.
Die Gewinnzone mit G(x) > 0 liegt zwislchen deln Nulistellen.
Dazu ist die Gleichung -0.01*x3 + 9*x? -I150*x - 2|50000 =0
mittels Intervallschachtelung zu Itisen.I Das erglibt dann

die Gewinnschwellen x1 =200 (break Iewen) ulnd X2 = 847.

|-1000000

592

850
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(Il1) Nachfragefunktion und Preiselastizitat

Die Nachfragefunktion x = n(p) zeigt den Zusammenhang zwischen der Nachfrage
nach der Menge x eines Produktes und dem Preis p des Produktes. Normalerweise
sinkt die Nachfrage bei steigenden Preisen.

Gemal ihrer Definition ist die Nachfragefunktion die Umkehrung (Inversion) der Preis-
Funktion p = p(x) = n"}(p). Achtung: In der Literatur wird oftmals die Preisfunktion auch
als Nachfragefunktion bezeichnet !!!

Der Cournotsche Punkt C ist jener Punkt, den die Preisfunktion p(x) (d.h. die inverse
Nachfragefunktion) an der Stelle des Gewinnmaximums Xyax erreicht. Dieser Punkt
C(xmax/p(Xmax) kennzeichnet die gewinnmaximale Absatzmenge und den zugehdrigen
gewinnmaximalen Preis. Die Berechnung erfolgt in mehreren Schritten:

Erlésfunktion  E(X) = p(x) * x
Kostenfunktion K(x)
Gewinnfunktion G(x) = E(x) — K(x)
G,(XMAx) =0 mit G”(XMAx) <0

Die Preiselastizitat e(x,p) ist das Verhaltnis der relativen Mengenanderung dx zur
relativen Preis&dnderung dp. Sie gibt also an, um wie viele Prozent sich die Menge
andert, wenn sich der Preis um 1% andert. FUr die Elastizitatsfunktion gilt dann:

e(x,p) = (dx/x)/(dp/p) = (dx/dp)*(p/x) = n’(p) *p /X

Dabei ist x = n(p) die bekannte Nachfragefunktion. Ist beispielsweise x = 1/p, dann
ist e(x,p) = (-1)/(p3) * p2 = (-1). Diese Preiselastizitat heil3t ,indirekt proportional” oder
auch ,isoelastisch®, weil die Nachfrage um den gleichen Prozentsatz fallt, um den
der Preis steigt.

Bei e(x,p) = 0 erfolgt keine Reaktion der Nachfrage auf Preisdnderungen, beispiels-
weise bei lebenswichtigen Medikamenten.

Bei e(y,x) > 1 bewirken hohere Preise eine tUberproportional grol3ere Nachfrage.
Diese atypische Form findet man bei sehr exklusiven Luxusartikeln oder auch bei
Hamsterkaufen.
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Wichtige Formeln der Kosten- und Preistheorie

(=Verkaufspreis im Grenzbetrieb)

Kostenfunktion K(x)

Fixkosten Kr = K(0)
variable Kosten Kvar(X) = K(X) - K¢
Grenzkosten K'(x)
degressive Kosten K'(x) <0
progressive Kosten K"(x) >0
Kostenkehre K'x)=0
(Minimum der Grenzkosten)

Stuckkostenfunktion Ks(X) = K(x) / x
Betriebsoptimum K's(Xopt) = 0
(Minimum der Stuckkosten)

LPU, langfristige Preisuntergrenze Ks(Xopt)

variable Stliickkosten

Ks,var(x) = Kvar(X) / X

Betriebsminimum
(Minimum der variablen Stiickkosten)

Kls,var(xmin) =0

KPU, kurzfristige Preisuntergrenze

Ks,var(xmin)

Preisfunktion (Nachfragefunktion)

p(x), bei Polypol konstanter Preis p

Hochstpreis

Pmax = P(0)

Sattigungsmenge p(xs) =0

Erlosfunktion (Umsatzfunktion) E(X) = p(x)-x, bei Polypol E(x) = p* x
Gewinnfunktion G(x) = E(x) - K(x)

Gewinngrenzen G(x)=0

(Gewinnschwelle und Gewinnobergrenze)

Gewinnmaximum G'(Xmax) = 0

Cournot'scher Punkt

C( Xmax ; P(Xmax) )

Monopolisten und Polypolisten

Bestimmt nur eine Produktionsfirma den Warenpreis am Markt (Monopolist), dann
kann diese Firma den Preis p = p(x) variabel gestalten und damit Gewinnmaximierung
betreiben. Existieren am Markt mehrere Produktionsfirmen (Polypolisten), so wird
der Warenpreis p als konstant angesehen, und die Gewinnmaximierung kann nur Uber

die Absatzmenge x erfolgen.
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Aufgabe 1. Polypolistische Konkurrenz

Zur Berechnung einer Kostenfunktion dritten Grades fir ein bestimmtes Produkt
stehen einem Betrieb folgende Werte zur Verfligung:

¢ die Fixkosten betragen 300 GE

¢ die Kostenkehre liegt bei x = 6 ME

e das Betriebsoptimum liegt bei Xopt = 10 ME

e der Verkaufspreis im Grenzbetrieb ist p = 80 GE/ME

a) Ermitteln Sie die Kostenfunktion.

Fuhren Sie alle weiteren Berechnungen mit folgender Kostenfunktion durch:
K(x) = 1.5x%-27x% + 170x + 300

b) Wann wird der Betrieb zum Minimalbetrieb ?

c) Wie lautet die Gewinnfunktion bei einem Marktpreis von p = 280 GE/ME ?
Bei welcher Menge x macht man maximalen Gewinn und wie hoch ist er ?
Wo liegen die Gewinngrenzen ?

d) Stellen Sie die Kostenfunktion und die Erlésfunktion graphisch dar und
zeichnen Sie die gegebenen und die berechneten Werte ein:
Intervall: [0;24]
Malflistab: x-Achse: 1cm = 2 ME; y-Achse: 1 cm = 1.000 GE
Zeichengenauigkeit: 1cm

Losung von Aufgabe 1

Alle relevanten Funktionen und deren Ableitungen
mit unbekannten Koeffizienten a, b, ¢, d anschreiben.

K(x) = ax®+ bx2 + cx +d (Kostenfunktion)
K'(x) = 3ax2+ 2bx + c
K”(x) = 6ax + 2b

Ks(X) = ax2 + bx + ¢ + d/x (Stlickkostenfunktion)
K's(x) = 2ax + b — d/x2

Kvar(X) = ax® + bx2 + cx (Variable Kostenfunktion)

Ksvar(X) = ax?2 + bx + ¢ (Variable Stuckkostenfunktion)
K'svar(X) = 2ax+ b
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(@) Ermittlung der Kostenfunktion K(x):

(1) K(0)=d =300

(2) K'(6)=36a+2b=0
18a+b=0

() K's(Xopt) = 2aXopt + b — d/Xopi? = 0, Xopt = 10
20a+b-3=0
20a+b=3

(4) Ks(Xopt) = @ Xopt® + bXopt + € + 30 = 80, Xopt = 10
100a + 10b + ¢ =50

Aus (2) folgt: b = -18a, Einsetzen in (3) ergibt: 20a—-18a=2a=3, a=1.5,b=-27
Einsetzen in (4) ergibt: 150 — 270 + ¢ =50, ¢ = 170

(@) K(x)= 1.5x3-27x2+ 170x + 300, Kostenfunktion

(b) K,s,var(xmin) = 3Xmin—27 =0, Xmin =9
Ksvar(9) = 1.5*81 -27*9 + 170 = 48.5 GE/ME, Minimalbetrieb

(c) E(x) = 280x, Erldsfunktion
G(x) = E(x) = K(x) =-1.5x3 + 27x2 + 110x — 300, Gewinnfunktion
G'(x) =-4.5x2+ 54x +110=0
X = 54/9 + sqrt(2916+18*110)/9 = 6 + sqrt(4896)/9 = 6 + 7.7746 = 13.7746
Xmax = 13.7746 ME
G(Xmax) = G(13.7746) = -3920.38 + 5122.97 + 1515.21 — 300 = 2417.80 GE
Der maximale Gewinn wird bei 13.77 ME erzielt und betragt 2417.80 GE.
G(x) =-1.5x3+ 27x2+ 110x— 300 =0
x3—18x2—-73.33x +200=0
Schranke fur die reellen Nullstellen = Maximum{18, 73.33, 200} + 1 = 201
Ermittlung der positiven Nullstellen mittels Intervallschachtelung in [0; 201].
Untere Gewinngrenze x1 = 1.92 ME, obere Gewinngrenze x2 = 21.03 ME.

(d) Kosten-, Erlés- und Gewinnfunktion:

+3000 |
F(X)=1.5*x"3-27*x*2+170¢x+300 f(x) = -1.5°x"3+27x*2+110"%-300
F(X)=280"x y-Achsen-Verzerrungsfaktor v = 0.0100

F(X)=-1.5"x"3+27"x"2+110"x-300

+3000

-30 )11 30 -30 \/O/Q/T

Nullstelle N(21.0343/0)

Funktionen und ihre Schaybilger (max. 4)

Verzerrungsfaktor der Y Wefte: v = 0.0100 _
|-3000 3000

30
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Aufgabe 2. Monopolistischer Betrieb

Ein monopolistischer Anbieter erreicht bei einer Absatzmenge von 25 ME
einen Preis von 297.50 GE/ME. Beim Verkaufspreis von 254 GE/ME steigt
die Nachfrage auf 40 ME und bei der Absatzmenge von 15 ME erzielt er
einen Erlés von 4 747.50 GE.

Bei Stillstand der Produktion betragen die Gesamtkosten 400 GE und die
Grenzkosten 198 GE. Die Kostenkehre liegt bei 2.50 ME und die Grenzkosten
betragen dort 197.25 GE.

a) Bestimmen Sie die Kostenfunktion dritten Grades K(x) und
die quadratische Nachfragefunktion bzw. Preisfunktion p(x).

Fuhren Sie alle weiteren Berechnungen mit folgenden Funktionen durch:
K(x) = 0.04x3—0.3x* +198x + 400
p(x) = -0.04x*—0.3x + 330

b) Geben Sie Hochstpreis und Sattigungsmenge an.

c) Berechnen Sie das Betriebsoptimum.
Welcher Preis macht den Betrieb zum Grenzbetrieb?
Wo liegt die kurzfristige Preisuntergrenze?

d) Geben Sie die Koordinaten des Cournotschen Punktes an.

e) Stellen Sie die Kosten- und Erlésfunktion im Intervall [0;45] dar und
zeichnen Sie die charakteristischen Punkte ein.

LOosungen:

b) Pmax = p(0) = 330 GE/ME
p(xs) =0, xs = 87.16 ME

c) Ks(X) = 0.04x2 — 0.3x + 198 + 400/x
K's(x) = 0.08x — 0.3 — 400/x?
K,s(XOpt) = o, Xopt = 1845 ME, p = KS(XODI) = 22776 GE/ME,

Kvar(X) = 0.04x3 — 0.3x2 + 198x

Ksvar(X) = 0.04x2 — 0.3x + 198

K'svar(X) = 0.08x - 0.3

K’svar(Xmin) = 0, Xmin = 3.75 ME, KPU = Kg yar(Xmin) = 197.44 GE/ME

d) G(xX) = E(X) — K(X) = p(x)*x —K(x) = -0.08x3 + 132x — 400
G'(x) =-0.24x2 + 132
Xmax = 23.45 ME, p(Xmax) = 300.97, Cournotscher Punkt: C(23.45 ; 300.97)
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20 weitere Aufgaben zur Kosten- und Preistheorie

Die Mengenangaben (Betriebsoptimum, gewinnmaximierende Menge) sind
immer auf ganze ME zu runden.

(1) Ermittle die Gleichung der linearen Betriebskostenfunktion!

(a) Die Fixkosten betragen 300 GE, die variablen Kosten 1,2 GE/ME.

(b) Die Fixkosten betragen 500 GE, die Kosten fur 300 ME betragen 1250 GE.
(c) Die Kosten fur 100 ME betragen 1000 GE, fur 500 ME 1800 GE.

(2) Die Fixkosten eines Betriebes betragen 250 GE. Bei der Produktion von 200 ME

sind die Stiuckkosten 2,75 GE/ME. Ermittle die lineare Kostenfunktion und die Stick-

kostenfunktion. Ab welcher Menge werden die Stiickkosten kleiner als 2 GE/ME?
Kdnnen sie auch kleiner als 1 GE/ME werden?

(3) Ermittle fir die folgenden Kostenfunktionen die Stiickkostenfunktion und die
minimalen Stlickkosten.

(@) K(x)=0,1x2+2x + 40

(b) K(x) =0,05x2+ 1,6x + 28,8

(c) K(x)=0,03x2+0,5x+ 50

(d) K(x)=0,01x2+ 0,25x + 72

(4) Ermittle die Gleichung der quadratischen Betriebskostenfunktion, berechne das
Betriebsoptimum und den kostendeckenden Preis.

(a) Die Fixkosten betragen 250 GE, die Kosten fur 100 ME 760 GE und fur 500 ME
3000 GE.

(b) Die Fixkosten betragen 800 GE, die Kosten fur 200 ME 2100 GE und fur 400 ME
3600 GE.

(c) Bei 10 ME betragen die Gesamtkosten 860 GE, bei 20 ME betragen sie 940 GE,
und bei 30 ME betragen sie 1040 GE.

(d) Die Fixkosten betragen 1000 GE. Bei 400 ME sind die Gesamtkosten 25000 GE
und die Grenzkosten 100 GE/ME.

(e) Die Fixkosten betragen 1120 GE. Bei Produktionsstillstand (x = 0) fallen keine
Grenzkosten an, bei der Produktion von 1000 ME betragen sie 10 GE/ME.

(5) Ermittle die Gleichung der Betriebskostenfunktion, wenn die Grenzkostenfunktion
bekannt ist. Berechne das Betriebsoptimum und den kostendeckenden Preis.

(a) K'(x) =0,04x + 80, Fixkosten: 800 GE

(b) K'(x) =0,01x + 12, K(1000) = 18800

(6) Die Kostenfunktion eines Betriebs ist bekannt. Berechne die Kostenkehre, das
Betriebsoptimum (mittels Intervallschachtelung) und das Betriebsminimum sowie
die langfristige und kurzfristige Preisuntergrenze.

(@) K(x)=0,05x3-0,3x2+ 5x + 30

(b) K(x)=0,02x3-3x2+ 180 x + 1000

(c) K(x) =0,001x3-0,75x2+ 200x + 11000

(d) K(x)=0,002x3-0,15x2+ 6,5x + 250
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(7) Eine Betriebskostenfunktion lautet K(x) = 0,01x3 - 0,3x2 + 10x + 17000. Zeige
dass das Betriebsoptimum bei 100 ME liegt. Berechne auch die Kostenkehre
und das Betriebsminimum.

(8) Ermittle die Kostenfunktion (Funktion 3. Grades):

(a) Die Fixkosten betragen 1000 GE. Die Kostenkehre liegt bei 50 ME;
bei dieser Produktionsmenge betragen die Grenzkosten 30 GE/ME und
die Gesamtkosten 5000 GE.

(b) Bei Produktionsstillstand betragen die Kosten 200 GE und die Grenz-
kosten 6 GE/ME. Bei einer Produktionsmenge von 10 ME ergeben sich
Betriebskosten von 230 GE und Grenzkosten von 1 GE/ME.

(c) Die Kostenkehre liegt bei 10 ME; bei dieser Menge betragen die Stick-
kosten 375 GE/ME. Bei einer Produktionsmenge von 40 ME betragen die
Stiickkosten 150 GE/ME und die Grenzkosten 120 GE/ME.

(d) Die Fixkosten betragen 9450 GE. Die Kostenkehre liegt bei 30 ME, dabei
betragen die Grenzkosten 2,4 GE/ME. Das Betriebsoptimum liegt bei 150 ME.

(9) Die Grenzkostenfunktion eines Betriebs lautet K'(x) = 0,003x2 - 0,4x + 180,
die Fixkosten betragen 36000 GE. Ermittle die Betriebskostenfunktion, berechne
die Kostenkehre und zeige, dass das Betriebsoptimum bei 300 ME liegt.

(10) Gegeben ist die Kostenfunktion K(x) und der konstante Verkaufspreis p.
Berechne Gewinnschwelle, Gewinngrenze, gewinnmaximierende Menge und
den maximalen Gewinn!

(@) Kx)=0,1x2+2x+40;p=7

(b) K(x) =0,05x2+ 6x + 260; p =20

(c) K(x)=0,002x2+ 12x + 1280; p = 16

(d) K(x) =0,001x? + 2,6x +9000; p = 13,5

(e) K(x) =0,002x3 - 0,18x2 + 7,8x + 9450; p = 140 (Gewinnschwelle: 70 ME)
(H K(x) =0,001x3-0,75%x2 + 200x + 11000; p =130

(11) Ermittle die lineare Nachfragefunktion und die Erldsfunktion, berechne den
Hochstpreis, die Sattigungsmenge und die Menge, bei der der maximal Erlés
erzielt wird.

(@) Zum Preis von 40 GE/ME kdénnen 100 ME verkauft werden,
fur 20 GE/ME 200 ME.
(b) Zum Preis von 80 GE/ME kdénnen 1000 ME verkauft werden,
fir 30 GE/ME 1500 ME.
(¢) Zum Preis von 100 GE/ME kénnen 200 ME verkauft werden;
bei 600 ME ist der Markt gesattigt.
(d) Ab einem Preis von 25 GE/ME kann nichts mehr verkauft werden.
Wenn der Preis um 1 GE gesenkt wird, steigt die Nachfrage um 20 ME.

(12) Wie oben, fur eine quadratische Nachfragefunktion.

(@) Zum Preis von 72 GE/ME kénnen 40 ME verkauft werden, fir 112 GE/ME
20 ME und fur 135 GE/ME 10 ME.

(b) Zum Preis von 400 GE/ME kénnen 100 ME verkauft werden, fiir 160 GE/ME
300 ME und fur 70 GE/ME 400 ME.

(d) Der Hochstpreis betragt 24 GE/ME. Zum Preis von 18 GE/ME kénnen 20 ME
verkauft werden, fur 10,5 GE/ME 30 ME.
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(13)
(a)
(b)
(c)
(d)

(14)
(a)
(b)
(c)
(d)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

Gegeben ist die Kostenfunktion K(x) und die Nachfragefunktion p(x). Berechne
die Grenzen des Gewinnbereichs und den Cournot'schen Punkt.

K(x) = 0,1x2 + x + 150; p(x) = -0,2x + 19

K(x) = 0,04x2 + 10x + 900; p(x) = -0,08x + 76

K(x) = 0,02x2+ 0,1x + 72; p(x) = -0,012x + 4,9

K(x) = 0,01x2 + 14x + 6752; p(x) = -0,01x + 100

Von einem Betrieb kennt man Kostenfunktion K(x) und Nachfragefunktion p(x).
Berechne die gewinnmaximierende Menge, den dazugehérigen Preis und den
maximalen Gewinn.

K(x) = 0,01x3 - 0,4x2 + 6x + 200; p(x) = -0,1x + 15

K(x) = 0,002x3 - 0,15x2 + 6,5x + 250; p(x) = -0,05x + 20

K(x) = 0,05x3 - 3x2 + 50x + 120; p(x) = 0,1x2 - 7,5x + 125

K(x) = 0,02x3 - x2 + 24x + 180; p(x) = 40 - 0,016x2

Die Kostenfunktion eines Betriebs lautet: K(x) = 5x + 500. Der Zusammen-
hang zwischen dem Verkaufspreis p und der Nachfrage x kann durch die
Gleichung 5x + 4p = 340 beschrieben werden. Ermittle die Grenzen des
Gewinnbereichs, den Cournot'schen Punkt und den maximalen Gewinn.

Von einer quadratischen Kostenfunktion ist folgendes bekannt:

die Fixkosten betragen 400 GE, das Betriebsoptimum liegt bei 200 ME
und die minimalen Stiickkosten betragen 11 GE/ME.

Die Nachfragefunktion lautet: p(x) = 28 - 0,04x.

Ermittle die Betriebskostenfunktion, berechne die Gewinngrenzen und
den Cournot'schen Punkt.

Die Fixkosten fir die Erzeugung eines Artikels betragen 8000 GE, die
Grenzkostenfunktion lautet K'(x) = 0,05x + 60. Die Nachfrage gehorcht der
Funktion p(x) = -0,045x + 270. Ermittle die Betriebskostenfunktion, de
Cournot'schen Punkt und den maximalen Gewinn.

Die Nachfragefunktion fur einen Artikel lautet p(x) = 200 - 4x. Ein Monopolbetrieb
hat die Grenzkosten K'(x) = 0,3x2 - 4x + 25, die Gewinnschwelle liegt bei 10 ME.
Ermittle die Kostenfunktion, die Gewinngrenze, den Cournot'schen Punkt und
den maximalen Gewinn.

Die Kostenfunktion eines Monopolbetriebs lautet: K(x) = 0,15x2 + 8x + 3600.
Von der Nachfragefunktion p(x) sind folgende Werte bekannt:

11 14 18 25 31
9] 0 0 2 0

p(x) 75 73 70 67 65

Ermittle die Gleichung der Nachfragefunktion mittels linearer Regression.
(Runde a auf 2 Dezimalen und b auf Ganze.) Berechne die Grenzen des
Gewinnbereichs und den Cournot'schen Punkt.

X
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(20) In einem Geschaft werden jahrlich 36 Kihischranke eines bestimmten Typs
verkauft. Bei jeder Bestellung fallen Fixkosten von B = 100 GE an. Die Lager-
kosten betragen L = 200 GE pro Sttick und Jahr.

(a) Wie viele Geréate sollen bei einer Bestellung geordert werden, damit die
Gesamtkosten minimal werden?

(b) Wie andert sich das Ergebnis, wenn die Lagerkosten auf 450 GE steigen?

(c) Wie grol3 ist die optimale Bestellmenge, wenn die Fixkosten pro Bestellung
400 GE betragen?

(Anleitung: Wenn jeweils x Stiick bestellt werden, missen pro Jahr 36/x Bestellungen
getatigt werden, das ergibt B*36/x GE Fixkosten. Man kann annehmen, dass das Lager
im Durchschnitt halbvoll ist, die Lagerkosten betragen daher insgesamt L*x/2 GE.)

Anhang: Losungen zur Kosten- und Preistheorie

(1) a) K(x) = 1,2x + 300
b) K(x) = 2,5x + 500
¢) K(x) = 2x + 800

(2) K(x)=1,5x+ 250/500 / nein

(3) a) Ks(x) = 0,1x + 2 + 40/X; Xopt = 20; Ks(Xopt) = 6
b) Ks(x) = 0,05x + 1,6 + 28,8/X; Xopt = 24; Ks(Xopt) = 4
c) Ks(x) = 0,03x + 0,5 + 50/X; Xopt ~ 41; Ks(Xopt) = 2,95
d) Ks(x) = 0,01x + 0,25 + 72/X; Xopt ~85; Ks(Xopt) = 1,95

(4) a) K(x) = 0,001x2 + 5x + 250; Xopt = 500; Ks(Xopt) = 6
b) K(x) = 0,0025x2 + 6x + 800; Xopt = ~566; Ks(Xopt) = 8,83
c) K(x) = 0,1x2 + 5x + 800; Xopt ~ 89; Ks(Xopt) = 22,89
d) K(x) = 0,1x2 + 20x + 1000; Xopt = 100; Ks(Xopt) = 40
e) K(x) = 0,005x2 + 1120; Xopt ~ 473; Ks(Xopt) = 4,73

(5) a) K(x) = 0,02x2 + 80x + 800; Xopt = 200; Ks(Xopt) = 88
b) K(x) = 0,005x2 + 12x + 1800; Xopt = 600; Ks(Xop) = 18

(6) a) Xw = 2; Xopt ~ 8; Xmin = 3; LPU = 9,55; KPU = 4,55
b) xw = 50; Xopt ~ 79; Xmin = 75; LPU = 80,48; KPU = 67,5
C) Xw = 250; Xopt ~ 408; Xmin = 375; LPU = 87,42; KPU = 59,38
d) xw = 25; Xopt ~57; Xmin = 37,5; LPU = 8,83; KPU = 3,69

(7) xw = 10; Xmin = 15

(8) a) K(x) =0,02x3 - 3x2 + 180 x + 1000
b) K(x) = 0,01x3 - 0,4x2 + 6x + 200
c) K(x) = 0,025x3 - 0,75x2 + 60x + 3200
d) K(x) = 0,002x3 - 0,18x2 + 7,8x + 9450
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(9) K(x) = 0,001x: - 0,2x2 + 180x + 36000; Xy ~ 67

(10) a) x1 = 10; X2 = 40; Xgmax = 25; Gmax = 22,5
b) x; = 20; X2 = 260; Xgmax = 140; Gmax = 720
c) x1 = 400; x2 = 1600; Xgmax = 1000; Gmax = 720
d) X, = 900; X2 = 10000; Xgmax = 5450; Gmax = 20702,50
e) X1 = 70; X2 = 270; Xemax ~ 181; Gmax = 8515,70
f) X1~ 227; X2 ~ 604; Xcmax ~ 448; Gmax = 18252,60

(11) a) p(x) =-0,2x + 60; pmax = 60; Xs = 300; Xgmax = 150
b) p(x) = -0,1x + 180; pPmax = 180; Xxs = 1800; Xgmax = 900
c) p(x) = -0,25x + 150; pmax = 150; Xs = 600; Xgmax = 300
d) p(x) = -0,05x + 25; pmax = 25; Xs = 500; Xgmax = 250

(12) a) p(x) =0,01x2 - 2,6x + 160; pmax = 160; Xs = 100; Xgmax = 40
b) p(x) = 0,001x? - 1,6X + 550; Pmax = 550; Xs = 500; Xgmax ~ 215
C) p(X) = -0,015x2 + 24; Pmax = 24; Xs = 40; Xgmax ~ 23

(13) a) x; = 10; x2 = 50; C(30/13)
b) x1 ~ 14; x2 ~ 536; C(275/54)
C) X1 ~ 17; X ~ 133; C(75/4)
d) x1 = 80; x2 = 4220; C(2150/78,50)

(14) a) Xemax = 30; Pemax = 12;: Gmax =70
b) Xemax ~ 67; Pemax = 16,65; Gmax = 501,87
C) Xgmax = 10; Pemax = 60; Gmax = 230
d) Xemax ~ 25; Pemax = 30; Gmax = 282,50

(15) x1~7; x2 ~ 57; C(32/45); Gmax = 780

(16) K(x) =0,01x2+ 7x + 400; x; = 20; x» = 400; C(210/19,6)

(17) K(x) =0,025x2 + 60x + 8000; C(1500/202,50); Gmax = 149500

(18) K(x) = 0,1x3 - 2x2 + 25x + 1450; x, ~ 26; C(18/128); Gmax = 468,80
(19) p(x) =-0,05x + 80; x; = 60; x, = 300; C(180/71)

(20) a) 6
b) 4
c) 12
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INPUT-OUTPUT-ANALYSE

Eine kurze Einflhrung mit Beispielen
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Input-Output Analyse
Ein einfiihrendes Beispiel

(1) Der Ackerbau produziert 450 g Weizen und benétigt dafiir 200 g Weizen, 7t
Eigsen und 18 Schweine.

(2) Die Industrie produziert 21¢ Eisen und bendtigt dafiir 90 g Weizen, 6¢ Eisen
und 12 Schweine.

(3) Die Viehzucht produziert 60 Schweine und benétigt dafiir 120g Weizen, 3¢
Eigsen und 15 Schweine.

Verwendung durch
Output Ackerbau Industrie Viehzucht Endverbrauch

Weizen 450 = 200 + 90 + 120 + 40
Eisen 21 = i + 6 + 3 + ]
Schweine 60 = 18 + 12 4+ 15 + 15

Input-Output Tabelle:

Verwendung durch
Output Ackerbau Industrie Viehzucht Endverbrauch
Weizen 450 = 200 + 90 + 120 + 40
Eisen 21 = i + 6 + 3 + 5
Schweine 60 = 18 + 12 4+ 15 4L 15
Lieferungen an
Sektor 1 Sektor 2 Sektor 3 | Endverbrauch
von Sektor 1 200 90 120 40
von Sektor 2 i 6 3 5
von Sektor 3 18 12 15 15
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Technologiematrix: Bedarfsmatrix der Wirtschaftssektoren

o N = 0,4444 4,2857 2,000
A= L & & |=] 0,015 0,2857 0,0500
i a 0,0400 0,5714 0,2500
Interpretation der Technologiematrix:
410 n 2 = 450
y=| 16 [= & & & || 2 [=Ax
s5) \(B28/)\w

Dabei bedeutet:
y: Erforderlicher Inputvektor in die Wirtschaftssektoren zur Produktion des geplanten Output-
vektors x. Die Uberschiisse x — y bleiben fiir den den Endverbrauch b:

x=y+b=Ax+b

Input-Output Gleichung:

x=Ax+b

Aufteilung des Outputvektors x nach seiner Verwendung:

450 ™ P W 450 40
e 21 |+] 5
60 2 2 b 60 15
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Die Grundbegriffe

Die Input-Output Tabelle ist ein Gleichungssystem, welches die Qutputmengen nach ihrer Ver-
wendung aufgliedert:

Verwendung durch
Sektor 1 Sektor 2 Sektor 3 Endverbrauch
Sektor 1 (z1= z11 + 22 + w3 + by
Sektor 2 (9= ®p1 + T + w3z + by
Sektor 3 |z3= za1 + w3 + w33 + by

Die Zeilensummen der Input-Output Tabelle ergeben den gesamten Qutput des jeweiligen Sek-
tors:

Ti=Zao+Tme+ris+b, i=1,2,3
Um eine Einheit seines Produktes zu erzeugen, bendtigt der Wirtschftszweig § genau
G-gj = Z;f‘:
Einheiten von Produkten des Wirtschaftszweiges 4.

Wir fassen diese Grifen in einer Matrix zusammen:
a1 a1z a3
A=| a ayp ay
a3l a3 a3

Diese Bedarfsmatrix heifit Technologiematrix oder Leontieffmatrix.

Die Input-Output Gleichung
Das Gleichungssystem der Input-Output Tabelle hat nun die Form:

1 = anr1 + aie2z2 + awzza + b
T3 = apT1 + apry + amaza + b~ x=Ax+b
T3 = anTy + apTy + apzy + b

Definition

Es sei A eine n x n-Matrix mit nichtnegativen Elementen und b € R" sei ein Vektor mit
nichtnegativen Komponenten. Dann heifit die Matrixgleichung

x=Ax+b

Input-Output Gleichung.
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Statisches Gleichgewicht

Fragestellung:

Wie muft der Qutputvektor x gewdhlt werden, um einen bestimmten Endverbrauchsvektor b zu

befriedigen 7
Antwort:

Beweis:

Stichwort: Input-Output Analyse

Musteraufgabe

x=Ax+b
= e

x=(E—A)"'b

Ein Konzern bestehe aus den Teilbereichen Erzabbau (R), Stahlerzeugung (S) und Handelsbe-
triebe (H). Die Teile beliefern einander, verkaufen aber auch selbstéindig. Die folgende Tabelle
enthilt die Mengen der Lieferungen fiir die drei Teilbereiche:

(a) Wie hoch ist der Output der drei Teilbereiche ?

Lésung:

Gesamtoutput — Zeilensummen: x = ( 650

anR an S an H | Verkauf
0 250 100 100
50 0 250 350
100 150 0| 250
anR an 8 an H | Verlauf
0 250 100 100
50 0 250 | 350
100 150 0| 250

500

= Qutput von S

450 Qutput von R
Output von H
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(b) Wie lautet die Technologiematrix 7
Lisung:

Technologiematrix A = Zusammenfassung der Bedarfsveltoren der drei Sektoren
Bedarf zur Produktion je 1 Mengeneinheit des Sektors

QL m 1 00,3846 0,2
A=|® o WWI_lom1 o 05
o 10 o 0,2222 0,2308 0

(¢) Wie muf sich der Output &ndern, wenn der Verkauf in den Bereichen Stahlerzeugung und
Handelsbetriebe um 10% gesteigert werden soll ?

Lasung:

Steigerung der Verkaufs von § und H um je 10%:

100 100
b=] 350+35 | =| 38
250 + 25 275

Wir miissen x=(E—A)~'b berechnen ...
Berechnung von (B — A)~%:

1 U 0 0,3846 0,2
E-A = g1 % 3-1 6111 0 0,5
001 0,2222 0,2308 0

1 —0,3846 —0,2
= | —0,11m1 il —0,5
—0,2222 —0,2308 1

(1,18(}2 0,5747 0,5234)

(BE-—A)! = 0,2965 1,2748 0,6967

0,3307 0,4219 1,271

1,1802 0,5747 0,5234 100 483,2145
(E—A)'.b=| 0,2065 1,2748 0,6967 |.| 385 | = | 712,0405

0,3307 0,4219 1,2771 275 546, 704
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(d) Welchen Output braucht man, um genau 1 Mengeneinheit von R an den Endverbrauch zu
liefern ?

Lésung: Marginaler Qutput

1,1802 0,5747 0,5234 1
(E-A)"b ( 0,2965 1,2748 0,6967 ) . ( 0 )
0,3307 0,4219 1,2771 0
1,1802 von R
0,2965 von S
0,3307 von H

d.h.: Die Spalten von (E — A)~! geben an, welcher Qutput bendtigt wird, um genau eine Men-
geneinheit des jeweiligen Sektors an den Endverbrauch zu liefern.

Stichwort: Statisches Gleichgewicht
Musteraufgabe: Einfiihrungsbeispiel mit neuer Endnachfrage

Die Lieferungen der Industrie an den Endverbrauch sollen verdoppelt, und die Lieferungen der
Landwirtschaft an den Endverbrauch sollen halbiert werden.

Lésung:
0,4444 4,2857 2,000 20
A= 0,0156 0,2857 0,0500 |, b= 10
0,0400 0,5714 0,2500 7,5

3,4208 29,3897 11,0814
(E—-A)1=| 0,022 22709 0,3972

0,2527 3,2076  2,2270

445,42
x=(BE—A)'b=| 27,53
54,73
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ENDE von MATHE 4



