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Die Winkelfunktionen

Das Bogenmal eines Winkels

Wir zeichnen einen Winkel in der Koording
liegt im Koordinatenursprung O und ein Sqg
Wir schneiden nun den zweiten Winkelsch
kreis mit Mittelpunkt O und Radius r = 1 cn
Gradmal (°) gemessen. Daneben gibt es ;

tenehbene. Der Scheitel
henkel auf der x-Achse.
enkel mit dem Einheits-
n. Der Winkel w wird im
aber auch das Bogenmal2.

Einem vollen Drehwinkel von 360° entsprig
Einem Grad (1°) entspricht ein Bogen von
w Graden entspricht der Bogen PQ von b
also von f[*"w/180 cm L&nge. Fur den Wink
gilt: 1 = *w/180° und w = 180°/ = 57.30°
das Bogenmal von 1 Radiant (rad) zugeo
Der Winkel w = 45° hat das Bogenmal} vo

tht der Umfang U = 2.
U/360 cm Lange und den

= (U/360)"w = (2*11/360)*w,
el w mit der Bogenlange 1

. Diesem Winkel w wird nun
rdnet.

n9v *45/180 = 0.79 rad.

-3
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Der Sinus eines Winkels

Um den Sinuswert eines Winkels w zu erh
Schenkel mit dem Einheitskreis schneiden
die y-Koordinate bestimmen. Diese nennt
des Winkels: sin(w) =y.

ralten, miissen wir seinen

, und vom Schnittpunkt P
man dann den Sinuswert

1
P
sin
1]’ 1
-1

Winkel w = 60°, sin(w) = 0.87

Auf diese Weise wird jedem Winkel w von
reelle Zahl zwischen -1 und +1 zugeordne
folgende Seite wird die Sinusfunktion ans
Die Winkel werden im Gradmal oder im B

0° bis 360° eindeutig eine
t (Winkelfunktion). Auf der
chaulich dargestellt.
ogenmall gemessen.
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Der Zeiger wandert im Einheitskreis von 0° bis 360°.
Die Schrittweite des Zeigers betragt dabei genau 15°.
Fiir jeden iiberstrichenen Winkel w wird das Bogenmal®
berechnet und auf der x-Achse abgetragen. Dariiber
wird dann der im Einheitskreis ermittelte Sinuswert

des Winkels eingezeichnet.

S B L

x=6.28rad=21]
y=0.000

Schaubild der Sinusfunktion y = sin(x).
Eine periodische Funktion mit der Periodenlédnge 2.
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‘ 2

Es sei y = sin(w) fiir Winkel w im 1. Quadranten (0° <= w <= 90°).

|
Dann lassen sich die Sinuswerte der Winkel in den anderen drei
|
Quadranten (90°-180°, 180° - 270°, 270° - 360°) aus den Werten
|
des ersten Quadranten berechnen. Das erfolgt mit Hilfe der unten

zusammengefassten Reduktionsformeln.

/ >0
0-w
y=sin(w)
-2 180 0=360
0+w

Die Reduktionsformein:

v = sin(w)

sin(180-w) =+ vy
sin(180+w) = -y
sin(360-w) = -y

/360-W

270
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3
Cosinus und Tangens eines Winkels

Um den Cosinuswert eines Winkels w zu prhalten, miissen wir den
Schenkel mit dem Einheitskreis schneiden, und vom Schnittpunkt P
die x-Koordinate bestimmen. Diese nennt/man dann den Cosinus-

wert des Winkels: cos(w) = x.

"0 cos !

Winkel w = 60°, cos{w) = 0.50
Fiir den Tangenswert eines Winkels gilt: tan(w) = sin{w)/cos(w).
Der Tangens wird lberall unendlich, wo cos(w) gleich Null ist !

Winkel w = 60°, tan(w) = 0.87/0.50 = 1.73

Sinus- und Cosinuswert eines Winkels hiangen wie folgt zusammen.
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Der Zusammenhang von SINUS und COSINUS
Im linken Einheitskreis gilt in dem rechtwinkeligen Dreieck MAB
der Lehrsatz von Pythagoras, also gilt: sin*(w) + cos?(w) = 1.
1 i
@
M cos A N [

Rechts liegen der Winkel w und sein Komplementérwinkel (90-w).
Die Dreie;ke NCD und FEN ;nd kongruent, weil sie inhéiner Seite
und in zwei Winkeln libereinstimmen. Also gilt: NC = EF und damit
cos(w) = sin(90-w). Es gilt auch CD = NE, d.h sin{w) = cos(90-w).
Das ist der Grund fiir den Namen "Co-Sinus™.

Es folgen die Schaubilder von Cosinus- und Tangensfunktion.
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7

Der Zeiger wandert im Einheitskreis von 0° bis 360°.
Die Schrittweite des Zeigers betrdgt dabeli genau 15°.
Fiir jeden lberstrichenen Winkel w wird :ias Bogenmal
berechnet und auf der x-Achse abgetrageln. Dariiber
wird dann der im Einheitskreis ermittelte bosinuswert
des Winkels eingezeichnet.

A ] ————11
N 1]

%x=6.28rad=21
y=1.000

Schaubild der Cosinusfunktion y = cos(x).
|
Eine periodische Funktion mit der Periodenlénge 21.
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7

Der Zeiger wandert im Einheitskreis von 0° bis 360F.
Die Schrittweite des Zeigers betrégt dabe:i genau 15°.
Fiir jeden liberstrichenen Winkel w wird das Bogenmab
berechnet und auf der x-Achse abgetrageln. Dariibyer
wird dann der im Einheitskreis ermittelte 'Il'angens vert
des Winkels eingezeichnet.

7 w 1 7 V217

x=6.28rad=21
y=0.000

Schaubild der Tangensfunktion y = tan(x) = sin{x)/cos(x).
|
Eine periodische Funktion mit der Periodenl&nge
|
und Unendlichkeitsstellen liberall, wo cos(x) gleich Null ist.
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Funktionen

Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung von Zahlen.
Dabei werden allen Zahlen (Argumente x) einer bestimmten
Definitionsmenge (D) entsprechend einer Vorschrift (f) ein-
deutig Zahlen (Werte y) aus einer Wertemenge W zugeordnet.

Beispiel

Definitionsmenge R, Wertemenge = R,
Zuordnungsvorschrift (Funktionsformel): y=f(x) =2 * x,
d.h. jeder rellen Zahl wird das Doppelte zugeordnet.
z.B. f(-3) = 6, f(0) =0, f(5.5) = 11, usw.

Winkelfunktionen

Bei einer Winkelfunktion wird jedem Winkel x aus dem Intervall
D =[0;360[ genau eine reelle Zahl y als Wert zugeordnet. Nimmt
man das Bogenmal von x als Argument, dann ist D = [0;27] [.

y = sin(x), W = [-1;+1] (Sinusfunktion)
y = cos(x), W = [-1;+1] (Cosinusfunktion)
y = tan(x), W = R (Tangensfunktion)
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Arcusfunktionen

Gegeben ist eine Funktion y = f(x). Damit kann entsprechend
der Zuordnungsvorschrift zu jedem Argument x der zugehorige
Funktionswert y berechnet werden.

Will man aber umgekehrt zu einem Funktionswert y das zugehdrige
Argument x ermitteln, so wird das als Umkehrfunktion bezeichnet.

Die Umkehrungen der Winkelfunktionen heifen Arcusfunktionen.
Sie liefern zu einem zuldssigen Zahlenwert y den entsprechenden
Winkel x. Damit diese Umkehrungen eindeutig sind, werden die
Winkelfunktionen auf ihrer ersten Periode betrachtet (Hauptwerte).

y = sin(x) ..... x = arcsin(y), sprich: "x ist der Arcussinus von y"
y = cos(x) ... x = arccos(y)
y =tan(x) ..... x = arctan(y)

Beispiele
cos(90°) =0 ..... arcos(0) = 90°

sin(30°)=0.5 ..... arcsin(0.5) = 30°
tan(45°) =1 ..... arctan(1) = 45°
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Rechtwinkelige Dreiecke

Der SINUS im rechtwinkeligen Dreieck

Vom rechtwinkeligen Dreieck ABC kenpt man clie Kathetena=4
und b = 3. Die Hypotenuse ist dann c =|5. Dieses Dreieck ABC
stimmt mit dem Dreieck PBQ, das im Binheitskreis liegt, in allen
Winkeln iiberein. Die beiden Dreiecke gind daher dhnlich und sie
stimmen auch in entsprechenden Seitgnverhéltnissen liberein.
Sogit QP : BP =CA : BA, also sin(3) ;{1 =b:¢c,alsosin(R)=b/c.
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5

COSINUS und TANGENS im rechtwinkeligen Dreieck

a
N

In den ahnlichen Dreiecken ABC und P
zuséatzlichen Gleichungen:

BQ:BP=BC:BA alsocos(R):1=a
tan(3) = sin(B) / cos(l) = (blc) / (alc) = |

BQ gelten noch die

¢, alsocos(B)=a/lc.
»/a, alsotan(R)=b /a.
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SINUS, COSINUS, TANGENS im rechtwinkeligen Dreieck

A c B

Wir haben bewiesen, dass in jedem rechtwinkeligen Dreieck
zwischen dem Winkel 3 = w(ABC) und den Seiten des Dreiecks
a, b, ¢ folgende Beziehungen bestehen:

sin(3) = b/c = Gegenkathete / Hypotenuse
cos(3) = alc = Ankathete / Hypotenuse
tan(®) = b/a = Gegenkathete / Ankathete

Diese Beziehungen gelten analog fiir beide spitze Winkel.



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 7

19

Regelmalige Vielecke

Regelmélige Vielecke
im Einheitskreis (r = 1).

Eckenanzahl n = 6
Zentriwinkel w = 60°

Seite des n-Ecks s = 2*r*sin(w/2) = 1
Flache F = n*r**sin(w)/2 = 2.59807621
UmfangU=n*s =6

Naherung fiirf=U/2=3
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Regelmalige Vielecke
im Einheitskreis (r = 1).

Eckenanzahl n = 100
Zentriwinkel w = 3.60000000°

Seite des n-Ecks s = 2*r*sin(w/2) = 0.06282152
Flache F = n*r**sin(w)/2 = 3.13952598
Umfang U = n*s = 6.28215182

Naherung fir f=U /2 = 3.14107591
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Die Polarkoordinaten

5 i)'g) T X

Die Ortsbestimmung eines Punktes P in der Ebene erfolgt
durch die Angabe seiner kartesischen Koordinaten (x/fy).

Ein anderes Verfahren der Ortshestimmung besteht darin,
dass man die Lange der Strecke OP = r (Radius) und den
Steigungswinkel w (Argument) ermittelt. Man nennt (r;w)
die Polarkoordinaten des Punktes P und es gelten dabei
die Formeln: r* = x* + y? und tan(w) = y / x.
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Der Zufall bestimmt einen Punkt P(-5 /

Gesucht sind die Polarkoordinaten (r;wI) von P.

10

5).

B

10 X 0

Radiusr:r*=x*+y? r=7.07
Argument w: tan(w) = yfx, w = 135.00°

Punkt P(r;w) = P(7.07 ; 135.00°).

-10
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10

Der Zufall bestimmt einen Punkt P(10 ; 1157).
Gesucht sind die kartesischen Koordinaten (xfy) von P.

S X o 1

x-Koordinate: cos(w) =x/r, x=-4.23
y-Koordinate: sinfw) =y /r, y=9.06

Punkt P(xfy) = P(-4.23 / 9.06).

-10
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Schiefwinkelige Dreiecke

Der Sinussatz

In jedem Dreieck verhalten sich die Seiten wie
die Sinuswerte der gegeniiberliegenden Winkel.

ml

Beweis: ) ”

c
Die Héhe h zerlegt cdas Dreieck ABC in zwei rechtwinkelige
Dreiecke ADC und BDC. Dort gelten dann folgende Formeln:
sinfwl)=h/bundh=b * sin(w1)
sinflw2) =h/aundh=a" sin(w2)
Also gilt a * sinfw2) = b * sin{fw1) und daher

a:b =sin(wl) : sin(w2)
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Der Cosinussatz

In jedem Dreieck gilt folgende Formel:
a’=b?+c?- 2'c*b*cos(w1)

wl

Beweis: A X D y 'B
c

Im Dreieck ADC gilt: x = b*cos(w1) und h = b*sin(w1)
Im Dreieck BDC gilt: y = ¢ - x und a® = h* + y*

Durch Einsetzen erhalt man:

a’ = b*sin*(w1) + ¢- 2'¢c’b’cos(wl) + b**cos?*(w1)

a? = b*(sin*(w1) + cos?*(w1)) + ¢*- 2'c’b'cos(wl)
Well nun sin®*(w1) + cos*(w1) =1, gilt somit
a’=b*+c*-2'c'b'cos(wl)
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Die trigonometrische Flachenformel.

In jedem Dreieck gilt folgende Flachenformel:
F=c*b"*siniwl)/2

ml

Beweis:

Im jedem Dreieck ABC gilt fiir die Flache F = c*h/2.
Im Dreieck ADC gilt h = b*sin(w1). Daraus folgt nun:

F=c*b "sin(wl)/2

Die entsprechenden Formeln gelten analog
auch fiir clie anderen Winkel.
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Die Winkelfunktionen von

zusammengesetzten Winkeln

Der erste Summensatz
Die doppelten Winkel
Die halben Winkel

Der zweite Summensatz

Hinweis: Winkel werden im Text immer mit lateinischen
Buchstaben bezeichnet: a, b, ¢, d, e, f. In Zeichnungen
werden sie mit griechischen Buchstaben bezeichnet:

o, B, v, o, € ¢.
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Der erste Summensatz

Im vorliegenden trigonometrischen Projekt geht es um die Frage,
wie die Winkelfunktion von einem zusammengesetzten Winkel auf
Winkelfunktionen der einzelnen Winkel zuriickgefiihrt werden kann.
Der so genannte erste Summensatz liefert die Antwort in Form von
zwei fundamentalen Lehrsétzen:

[S1.1] sin(a+b) = sin(a)*cos(b) + cos(a)*sin(b)
[S1.2] cos(a+b) = cos(a)*cos(b) - sin(a)*sin(b)

Aus diesen beiden Lehrsatzen, die auf den nachsten Seiten aus-
fihrlich bewiesen werden, folgen verschiedene weitere Lehrsitze.
Die Ersetzung von b durch -b in den Satzen [S1.1], [S1.2] liefert:

[S1.3] sin(a-b) = sin(a)*cos(b) - cos(a)*sin(b)
[S1.4] cos(a-b) = cos(a)*cos(b) + sin(a)*sin(b)

Weiters gilt: tan(a+b) =sin(a+b) /cos(a+b). Das Einsetzen von
den Satzen [S1.1], [S1.2] in dieser Formel liefert:

[S1.5] tan(a+b) = (tan(a) + tan(b)) / (1 - tan(a)*tan(b))
[S1.6] tan(a-b) = (tan(a) - tan(b)) / (1 + tan(a)*tan(b))
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In der obigen Figur bildet der Winkel (a + b) im Einheitskreis
das rechtwinkelige Dreieck OQP. Dabei ist PQ normalzu OT
und PS ist normal zu OS. Daher sind a und f Normalwinkel.

Also gilt: f=a.

¢
)
Re— S
p
oL
2 o Q@ T |

Im rechtwinkeligen Dreieck RSP gilt: d = 90-f = 90 - a.

Weiters sind a und e Parallelwinkel, also gilt e = a.
e+d = a+(90-a) = 90°. Also ist Dreieck OSP rechtwinkelig.
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Nun kénnen wir den ersten Summensatz [S1.1] beweisen:
Dreieck OQP: QP =sin(a +b)
Dreieck OSP: OS = cos(b) und SP 3 sin(b)

Dreieck SRP: RP =cos(a) * SP = cos$(a) * sin(b)

oL
R S
P
CL
2 i'g) Q T 1 2

Dreieck OTS: TS =sin(a) * OS = sin(g) * cos(b) = QR
Dreieck OQP: QP =QR +RP
Dreieck OQP: sin(a +b) = sin(a) * cog(b) + cos(a) * sin(b)
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Auch den Summensatz [S1.2] kdnnen wir nun beweisen:
Dreieck OQP: 0OQ = cos(a + b)
Dreieck OSP: OS =cos(b) und SH = sin(b)

Dreieck SRP: RS =sin(a) * SP = sin(a) * sin(b) = QT

i
R 5
p
L
2 o Q@ T |

Dreieck OTS: OT =cos(a) * OS =|cos(a) * cos(b)
Dreieck OTS: OQ=0T-QT
Dreieck OTS: cos(a + b) = cos(a) *|cos(b) - sin(a) * sin(b)
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Die doppelten Winkel

Wir wollen jetzt die Winkelfunktion des doppelten Winkels auf
Winkelfunktionen des einfachen Winkels zuriickfiihren. Dazu
miissen wir in den ersten Summensédtzen b durch a ersetzen.

[S1.1] sin(a+b) = sin(a)*cos(b) + cos(a)*sin(b)
[$1.2] cos(a+b) = cos(a)*cos(b) - sin(a)*sin(b)

sin(2*a) = sin(a+a) = sin(a)*cos(a) + cos(a)*sin(a) = 2*sin(a)*cos(a)
cos(2*a) = cos(a+a) = cos(a)*cos(a) - sin(a)"sin(a) = cos?*(a) - sin*(a)

tan(2*a) = sin(2*a) / cos(2*a) = 2*sin(a)*cos(a) / (cos?(a) - sin*(a)) =
(2*sin(a) / cos(a)) / (1 - sin*(a) / (cos?*(a)) = 2*tan(a) / (1 - tan?*(a))

Damit sind drei weitere Lehrsatze bewiesen:
[S1.7] sin(2*a) = 2'sin(a)*cos(a)

[S1.8] cos(2*a) = cos?(a) - sin*(a)
[S1.9] tan(2*a) = 2*tan(a) / (1 - tan®(a))
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Die halben Winkel

Wir wollen jetzt die Winkelfunktion des halben Winkels auf
Winkelfunktionen des einfachen Winkels zuriickfiihren. Wir
ersetzen dazu in Lehrsatz [S1.8] den Winkel a durch a/2.

[S1.8] cos(2*a) = cos?(a) - sin*(a)

cos(a) = cos?(a/2) - sin*(al2) = 2*cos?(a/2) - 1
2'cos?(a/2) = 1 +cos(a)

[S1.10] cos?(@/2) = (1 +cos(a)) /2

cos(a) = cos?(al2) - sin*(a/2) = 1 - 2*sin?*(a/2)
2'sin*(af2) = 1-cos(a)

[S1.11] sin*(a/2) = (1-cos(a))/2
tan?(a/2) = sin*(a/2) / cos?*(a/2)

[S1.12] tan®(a/2) = (1 - cos(a)) /(1 + cos(a))
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Der zweite Summensatz

Den Abschluss unserer Lehrsatze iiber Winkelfunktionen bildet
der so genannte zweite Summensatz, welcher eigentlich aus vier
einzelnen S&tzen besteht:

[S2.1] sin(a) +sin(b) = 2 *sin((a+b)/2) * cos((a-b)/2)
[S2.2] cos(a) +cos(b) = 2 * cos((a+b)/2) * cos((a-b)/2)
[S2.3] sin(a)-sin(b) = 2*cos((a+b)/2)* sin((a-b)/2)
[S2.4] cos(a) +cos(b) = -2 * sin((a+b)/2) * sin((a-b)/2)

Die Beweise dieser zweiten Summensétze kénnen mit Hilfe der
bereits bewiesenen ersten Summensiétze erfolgen. Wir ersetzen
a/2 durch a und b/2 durch b. Fiir Satz [S2.1] folgt dann:

sin(a+b) * cos(a-b) =
(sin(a)*cos(b) + cos(a)*sin(b)) * (cos(a)*cos(b) - sin(a)*sin(b)) =

sin(a)*cos(a) + sin(b)*cos(b) =
(sin(2*a) + sin(2*b))/2

In analoger Weise werden auch die anderen drei Satze bewiesen.
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TRIGONOMETRIE

Teil 2 (Praxis)

Das
Das
Das
Das
Das
Das
Das

Das

Parallelogramm, Fall 1
Parallelogramm, Fall 2
Parallelogramm, Fall 3
Dreieck, Fall SSS
Dreieck, Fall SWw
Dreieck, Fall SWS
Dreieck, Fall SsW

allgemeine Viereck

[ 36
[ 37
[ 38
[ 39
[ 40
[ 41
[ 42
[ 43

[ e I I == [y S Ry = Ry = Ry S|
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Das Parallelogramm, Fall 1

Zufalls-Parallelogramm ABCD, Fall 1

Gegeben:a=AB=9 b=AD=7undh=4
Gesucht: Winkel wA = w, Strecke s, Diagonale e

Im rechtwinkeligen Dreieck AED gilt: sinfw) = h/b, cos(w) =s/b

LOsung:

(7))

34.85°
5.74
5.16
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Das Parallelogramm, Fall 2

Zufalls-Parallelogramm ABCD, Fall 2

Gegeben:a=AB=10,b=AD =6 und wA =w= 64"
Gesucht: Héhe h, Strecke s, Diagonale e

Im rechtwinkeligen Dreieck AED gilt: sin(w) = h/b, cos(w) = s/b

LOsung:

5.39
2.63
9.13

(0]
i 1o
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Das Parallelogramm, Fall 3

Zufalls-Parallelogramm ABCD, Fall 3

Gegeben:a=AB =7, h=ED =4 und wA =w = 38"
Gesucht: Seite b, Strecke s, Diagonale e

Im rechtwinkeligen Dreieck AED gilt: sin(w) = h/b, cos(w) = s/b

LOsung:

6.50
5.12
4.42

(0]
i I
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Das Dreieck, Fall SSS

Dreiecke - Erste Grundaufgabe (SSS)

Gegeben: Die Seitena=12,b=7,c=12.
Gesucht: Die Winkel wA (c), wB (p), wC (7)
und die Flache F des Dreiecks.

(1) Cosinus-Satz, a®> = bh* + ¢*- 2'b'c'cos(wA), wA =7
(2) Cosinus-Satz, b*=a* + ¢*- 2*a*c'cos(wB), wB =7
(3) Winkelsummen-Satz, wA + wB +wC = 180°, wC =7
(4) Flache F=a*b * sinfjwC) / 2

LOsung:

WA
wB
wC

73.04°
33.92°
73.04°
40.17
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Das Dreieck, Fall SWW

Dreiecke - Zweite Grundaufgabe (SWWW)

Gegeben: c =8, wA (o) =43° und wB () = 104°.

Gesucht: a, b und wC (7) und Flache F.

(1) Winkelsummen-Satz, wA + wB +wC =180°, wC =7
(2) Sinus-Satz, a : ¢ = sin(wA) : sin(wC),a=7
(3) Sinus-Satz, b : ¢ = sin(wB) : sinfwC), b = 7

(4) Flaiche F=a*b * sin(wC) / 2

LOsung:

a = 10.02
b = 14.25
wC = 33.00°
F = 38.88



H
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Das Dreieck, Fall SWS

(
(
(
(

Dreiecke - Dritte Grundaufgabe (SWS)

Gegeben:a=12, b=6 undwC (v) = 116°.
Gesucht: ¢, wA (c), wB (P) und Flache F.

1) Cosinus-Satz, ¢ = a* +b*- 2'a*b'cos(wC), c =7
2) Cosinus-Satz, a®* = b* + ¢*- 2'b*c*cos(wA), wA =7
3) Winkelsummen-Satz, wA + wB +wC =180°, wB =7

4) Flache F=a*b * sinfjwC) / 2

O
0
c
>

L3 a:

WA
wB

15.59
3.77°
0.23°
2.36

wWiN b

41
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Das Dreieck, Fall SsW

Dreiecke - Vierte Grundaufgabe (SsW)

Gegebensinda =11, b =9 und wA (a) = 97.00°.
Gesucht sind ¢, wB (), wC (7) und Flache F.

(1
2
3
4

Sinus-Satz, sin(wB): sinfwA)=b :a, wB =7
Winkelsummen-Satz, wA +wB +wC =180°, wC =7
Sinus-Satz, ¢ : a = sin(wC) : sinf(wA), ¢ =7

Flache F=a"b " sin(wC)/ 2

— —
et it it miit®

LOsung:

c =532

54.30°
28.70°
23.77

2
@)
o
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Das allgemeine Viereck

Trigonometrie im Viereck

a=AB=100cm
b=BC=60cm
d=AD=80cm
® =w(BAD) = 50°
R =w(ABC)=70°

Von einem viereckigen Grundstiick ABCD werden die Seiten
a=AB, b =BC und d = AD gemessen. Aulerdem werden
auch die zwei Winkel @ =w(BAD) und B = w(ABC) bestimmt.
Damit soll die unbekannte Seite ¢ = BC ermittelt werden.

(1) Diagonale x* = a’+b*2'a*b*cos(B), x = 97.4462

(2) Sinussatz sin(g) : sin(B) =b : x, € = w(BAC) = 35.3516°
(3) Winkelp=w(CAD) = ®-£,0=14.6484

(4) Seite ¢? = d*+x*-2"d*x*cos(g), c = 28.4808
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Trigonometrie im Viereck

Streckea=AB=112.00
Winkel ® = w(DAB) = 127°
Strecke d = AD =87.00
Winkel & = w(ABC) = 63°
Strecke b = BC = 96

140

-150

(1) Diagonale x* =a*+b*2"a'b*cos(), x = ?

(2) Sinussatz sin(c) : sin(B) =b :x, e=w(BAC) =7
(3) Winkel p=w(CAD) =w-¢,0= "7

(4) Seite c? = d*+E2"d"x"cos(@), c = ?

Achtung auf nicht konvexe Vierecke
(mit einer hineinspringenden Ecke).

LOsung:

Diagonale x = 109.53
Winkel w(BAC) =51.35°
Winkel w(CAD) = 75.65°
Seite ¢c=121.84

-150

150
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LANDVERMESSUNG

Héhenmessungen |
Hohenmessungen |

H6henmessungen 11
Hohenmessungen 11

Vorwartseinschneiden
Vorwartseinschneiden

(Theorie)
(Praxis)

(Theorie)
(Praxis)

(Theorie)
(Praxis)

Ruckwartseinschneiden (Theorie)
Ruckwartseinschneiden (Praxis)

(G20 ol b
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Hohenmessungen |

Landvermessung - Hohenmessungen | - Theorie

Auf der Ebene steht ein lotrechter Turm mit unzuganglichem
und unbekannter Héhe h = FS. Um diese Hohe zu

inkel a = w(BAF) und b = w(ABF) gemessen. Vom Punkt A
wird zur Turmspitze S der H8henwinkel d = w(FAS) bestimmt.
Aus diesen Daten kann die H6he h = FS berechnet werden.
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Landvermessung - Hohenmessungen | - Praxis

s = AB = 50
a = w(BAF) = 62°
b = w(ABF) = 47°
d = w(FAS) = 37°

Dreieck ABF: g = w(AFB) =180-a-b= ...
X 1§ =sin(b) : sin(g), daraus folgt x = AF = .....
Dreieck AFS: tan(d) = h/x, daraus folgth=FS = .....

g=7,x=AF=? h=FS=7

LOsung:
w(AFB) = 71°
Xx=38.67m

h=29.14m
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Hohenmessungen |l

Landvermessung - Hohenmessungen Il - Theorie

Von zwei~Punkten F und P im nicht ebenen Gelande soll der
Horizontalabstand (x=0OP) und der Hohenunterschied (y=0F)
ermittelt werden=-Dazu wird im hoheren Punkt F eine Mess-
te mit der Héhe h=FS aufgestellt. Dann wird vom tieferen

Losung:

[1] Im Dreieck POF gilt: tan(w1) = y/x.
[2] Im Dreieck POS gilt: tan(w2) = (y+h)/x.
Einsetzen von x = y/tan(w1) aus [1] in [2] liefert das Ergebnis:

y = h*tan(w1) / (tan(w2) - tan(w1))
x =h/ (tan(w2) - tan(w1))
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50
Landvermessung - Hohenmessungen Il - Praxis

Lattenhohe FS =8
Hohenwinkelw1 von P zum Lattenful®
Héhenwinkel w2*von P zur Lattenspitze

= 30°
» S =40°

Losung: '®) X

[1] Im Dreieck POF gilt: tan(w1) = y/x.
[2] Im Dreieck POS gilt: tan(w2) = (y+h)/x.
Einsetzen von x = y/tan(w1) aus [1] in [2] liefert das Ergebnis !

y = h*tan(w1) / (tan(w2) - tan(w1)) = ?
X =h/(tan(w2) - tan(w1)) = ?

-20

LOsung:

x = 30.56 m
y=17.65m
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Vorwartseinschneiden

WVermés\sung - Vorwartseinschneiden - Theorie

Gesucht ist die Entfernung x zweier unzugéanglicher Punkte P, Q
im Geléin\de. Dazl; werden eine Standlinie s = AB und die vier Sicht-
winkel von d\en Sta;"ldpunkten A, B zu den Punkten P, Q gemessen:
w1 = w(BAP) und w2 = w(BAQ) und w3=w(ABP) und w4=w(ABQ).

Ldsung:

[1] Alle Winkel ig den Dreiecken ABP undeBq bestimmen.
[2] Sinussgtz in ABPy : s =sin(w3) : 5ip{w1+w3)‘, ..... Y=
[3] Sinussatz in ABQ z : s = sin(w4) : sin(w2+w4), ..... - 4 —J—

N

)4] Cosinussatz in PAQ x? = y? + 72 -2*y*7*cos(w1-w2), ..... X = ...

XxX=PQ
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10
Landvermessung - Vorwartseinsghneiden - Praxis

Standlinie AB =

Winkel w(BAP) = 110<
Winkel w(ABP) = 40°
Winkel w(BAQ) = 30°
Winkel w(ABQ) = 120°

-10

Loésung:

P=y="
AQ=z=7

-10

LOsung:

y =5.14 km
Z=6.93 km
X =7.88 km
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Ruckwartseinschneiden

Ruckwartseinschneiden - Theorie

In einem ebenen Gelande liegen die vier Punkte P und A, B, C.
Die Orte der Punkte A, B, C sind bekannt und daher auch die
Grolken a = AB, b = BC und w0 = w(ABC). Der Landvermesser
befindet sich im Punkt P, dessen Lage nicht bekannt ist, und
misst von dort die Sichtwinkel w1 = w(APB) und w2 = w(BPC).

Aus diesen Daten sollen die unbekannten Entfernungen x, vy, z
vom Punkt P zu den drei Punkten A, B, C ermittelt werden.
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Rickwartseinschneiden - Theorie
Geometrische Lésung

Gegebef: a=AB, b=BC, w0=w(ABC), wi=w(APB), w2

] Standlinien a und b mit Winkel w0 im MaRstab zeichnen.

[2] Ersten Randwinkelkreis k[M,r=MA] konstruieren,

M liegt auf der Streckensymmetrale von AB, w(AMB) 3 2*w1.
[3] Zweiten Randwinkelkreis k[N,r=NB] analog konstruigren.

[4] Die beiden Randwinkelkreise schneiden, ergibt Punk
[5] Entfernungen x = AP, y = BP, z = CP ermitteln.

tP.
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Riuckwartseinschneiden -
Arithmetische Losung - Teil 1

o4

w4

(Y]
=

Gegeben: a=AB, b=BC, wO=w(ABC), wi1=w(APB
Ersté Standlinie a = AB.

Zweite Standlinie b = BC.

Erster Randwinkelkreis.

Zweiter Randwinkelkreis.

Die Randwinkelkreise schneiden einander im Punkt P.
Eine Normale auf die Strecke BP zeichnen.

Die Normale mit den Randwinkelkreisen schneiden.
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Arithmetische Lisung - Teil 2
Gegeben: a = AB, b = BC, w0 = w(ABC), wi1 = w(APB), w2 =w(BPC).

[1] Wir ziehen eine normale Gerade n auf die Strecke BP und schneiden

sie mit den beiden Randwinkelkreisen, das ergibt die Punkte D und E.

[2] Der Winkel w{AEB) ist, so wie w1, ein Randwinkel (iber der Sehne AB,

er ist also genau so grofl wie w1. Das Dreieck BEA ist rechtwinkelig,

weil es in einem Halbkreis liegt (Thalessatz). Also ist der dritte Winkel

im Dreieck w{ABE) = 90 - w1.

[3] Die gleiche Uberlegung [2] kann auch fiir das Dreieck BDC angestellt
werden. Somit ist der Winkel w{CBD) = 90 - w2.

[4] Aus [2] und [3] folgt fiir w{(DBE) = w3 = w0 - (90-w1) - (90-w2).

also gilt: w3 = wi+w1+w2-180.

[5] Im Dreieck BAE gilt sin(w1) = a/(2*e) mit e = MB, also ist e = a/(2*sin{w1)).
[6] Im Dreieck BCD gilt sin{w2) = b/(2*d) mit d = NB, also ist d = b/(2*sin(w2)).
[7] Im Dreieck BDE gilt c* = 4d® + 4e? - 8*d*e*cos(w3).

[8] Im Dreieck BDE gilt sin{w4) : sin{w3) = 2*d : ¢, d.h. w4 = arcsin(2*d*sin{w3)/c).
[9] Im Dreieck BDE gilt wb = 180 - w3 - wd.

[10] Im Dreieck EPB gilt sin(w4) = y/(2*e).

Also gilt: y = 2*e*sin(w4).

[11] Im Dreieck ABP gilt x : a = sin(w1+wd) : sin(w1).

Also gilt: x = a*sin{w1+w4)/sin{w1).

[12] Im Dreieck BCP gilt z : b = sin{w2+w5) : sin{w2).

Also gilt: z = b*sin{w2+w5)/sin{w2).
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Rickwartseinschneiden - Praxis
Gegeben: a=AB, b=BC, wO=w(ABC),

10

w1=w(APB), w2=w(BPC).

wl

-10 0

Gegeben: a=8,b =5, wO =130°, wi

x=AP =7
y=BP=7?
z=CP="?

LOsung:

AP = x =8.40 km
BP =y =7.54 km
CP=z=7.04 km

=60°, w2 = 40°.

-10

10
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SCHWINGUNGEN

Sinusfunktion y = sin(X)
Sinusftunktion y = a*sin(x)
Sinustunktion y = sin(b*x)
Sinusftunktion y = sin(x+c)
Sinusftunktion y = a*sin(b*x+c)

Uberlagerte Schwingungen

Exponentialfunktion y
Exponentialfunktion y

Gedampfte Schwingungen

exp(x)
exp(k*x)

e B e e I e T e Lo o Lo B |
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Viele Schwingungsvorgénge in der Natur und in der Technik
konnen mit Hilfe der Sinusfunktion beschrieben werden, bei-
spielsweise die Wellen des Wassers, die Dichteschwingungen
der Luft oder die Ausschlage eines Pendels.

Solche Schwingungsvorgange kdnnen sich auch Uberlagern.
Bei dieser so genannten Interferenz entstehen dann neuartige
Schwingungen. Ein Sonderfall sind Schwebungen, bei welchen
zwei Schwingungen mit hohen, aber wenig unterschiedlichen
Frequenzen sich tberlagern.

Weil alle Schwingungsvorgange in einem Medium erfolgen,
werden sie auf Grund der Reibung gedampft. Daher muss

bei ungedampften Schwingungen dauernd Energie zugefuhrt
werden - beispielsweise bei einer Schaukel. Zur Beschreibung
von gedampften Schwingungen wird zusétzlich zu der Sinus-
funktion auch noch die Exponentialfunktion verwendet.
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(1) Die Sinusfunktion y = sin(x)

Das Bogenmal eines Winkels

Wir zeichnen einen Winkel in der Koording
liegt im Koordinatenursprung O und ein Sq

tenebene. Der Scheitel
henkel auf der x-Achse.

Wir schneiden nun den zweiten Winkelschenkel mit dem Einheits-

kreis mit Mittelpunkt O und Radius r =1 cn
Gradmal (°) gemessen. Daneben gibt es

n. Der Winkel w wird im
aber auch das Bogenmalf.

Einem vollen Drehwinkel ven 360° entsprig
Einem Grad (1°) entspricht ein Bogen von
w Graden entspricht der Bogen PQ von b
also von [*w/180 cm Lé&nge. Flr den WinK
gilt: 1 = *w/180° und w = 180°/] = 57.30°
das Bogenmal? von 1 Radiant (rad) zugeo
Der Winkel w = 45° hat das Bogenmal? vo

tht der Umfang U = 271].
U/360 cm L&nge und den

= (U/360)"w = (2*/360)"w,
el w mit der Bogenlénge 1

. Diesem Winkel w wird nun
rdnet.

nv *45/180 = 0.79 rad.

-3



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 7

Der Sinus eines Winkels

Um den Sinuswert eines Winkels w zu|erhalten, milssen wir seinen
Schenkel mit dem Einheitskreis schnejden, und vom Schnittpunkt P
die y-Koordinate bestimmen. Diese nennt man dann den Sinuswert
des Winkels: sin(w) = y.

+1

sin

Winkel w = 60°, sin(w) = 0.87

Auf diese Weise wird jedem Winkel w von 0° bis 360° eindeutig eine
reelle Zahl zwischen -1 und +1 zugeordnet (Winkelfunktion). Auf der
folgende Seite wird die Sinusfunktion anschaulich dargestelit.

Die Winkel werden im Gradmaf oder im Bogenmal gemessen.

-3
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Wir tragen auf der x-Achse die Winkel x im Bogenmal} auf, d.h. dem
Intervall (0°;360°) entspricht (0;2rn ~ 6.28). Parallel zur y-Achse
werden die entsprechenden Sinuswerte aufgetragen. Verbinden wir
dann alle so gezeichneten Punkte P(x/sin(x)), dann erhalten wir das
grafische Schaubild der Sinusfunktion y = sin(x). Die Sinuswerte
liegen alle zwischen -1 und +1,d.h. -1<y <+1.

Der Zeiger wandert im Einheitskreis vgn 0° bis 360°.
Die Schrittweite des Zeigers betragt dabei genau 15°.
Fir jeden Uberstrichenen Winkel w wird das Bogenmal}
berechnet und auf der x-Achse abgetragen. Darliber
wird dann der im Einheitskreis ermittelte Sinuswert

des Winkels eingezeichnet.

| -

x=360.00°
x=6.28rad=21]
y=0.000

Schaubild der Sinusfunktion y = sin(x)..
Eine periodische Funktion mit der Periodenlange 21].
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Erweitert man den Definitionsbereich auf alle reelle Zahlen R, dann
erkennt man, dass sich die Funktionswerte periodisch wiederholen:

Fir alle x aus R gilt f(x + n*p) = f(x),

wobei p die Periodenlange

und n eine beliebige ganze Zahl ist. Fir die Sinusfunktion ist diese

Periodenlange p = 2n = 6.28.

Eine Sindsschwingun'g

............................................................

............................................................

______________________________________________________

______________________________________________________

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""

————————————————————————————————————————————————————————————

_____________________________________________________

——————————————————————————————————————————————————————
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Die Sinfusfunktion y = sin(x)

_______________________________________________________________________________________________________________________
_______________________________________________________________________________________________________________________

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

_______________________________________________________________________________________________________________________

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Y-Achse
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(2) Die Sinusfunktion y = a*sin(x)

Die Funktion y = a*sin(x) entsteht durch Multiplikation aller
Funktionswerte mit dem konstanten Faktor a. Die Wertemenge
ist somit -a< y<+a und man nennt a auch die maximale
Schwingungsweite (Amplitude).

Die Sinrfdsfunktion y = a*sin{:&)

________________________________________________________________________________________________________________________

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Amplitufde a=4

Y-Achse




Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 7 65

(3) Die Sinusfunktion y =sin(b*x)

Die Funktion y = sin(b*x) entsteht durch Hintereinanderausfihren
der linearen Funktion g(x) = b*x und der einfachen Sinusfunktion.
Fur b = 2 beispielsweise enthélt der Definitionsbereich 0 < x < 2rn
genau zwei Perioden der Sinusfunktion, weil die Argumente b*x
zwischen 0 und 4~ liegen. Die Konstante b bestimmt also genau
die Anzahl der Perioden im Intervall (0;2=) und wird Frequenz der
Schwingung genannt.

Die Siniisfunktion i = sin(b*)

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

Frequehz b=2

Y-Achse
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(4) Die Sinusfunktion y = sin(x+c)

Die Funktion y = sin(x+c) entsteht durch Hintereinanderausfuhren
der linearen Funktion g(x) = x+c und der einfachen Sinusfunktion.
Dabei wird die urspringliche Sinusfunktion um die Konstante c
langs der x-Achse verschoben. Das wird als Phasenverschiebung
bezeichnet.

Die Simfjsfunktion y = 5in{x+cf:)

————————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————————

chse

&

————————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————————

________________________________________________________________________________________________________________________

____________________________________________________________

Phase ¢ = 1.57

............................................................

Y-Achse
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(5) Die Sinusfunktion y = a*sin(b*x+c)

Die Funktion y = a*sin(b*x+c) entsteht durch Hintereinanderaus-
fuhren der linearen Funktion g(x) = b*x+c und der Sinusfunktion.

a ... Amplitude
b ... Frequenz
c ... Phasenverschiebung

Die Sin:f,lsfunktion y = a*sin(tfa*x+c)

————————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————————

____________________________________________________________

a=4b=2c¢=157

____________________________________________________________

Y-Achse
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(6) Uberlagerung von Schwingungen

Erste Schwingung:

g(x) = a*sin(b*x+c)

Zweite Schwingung: h(x) = d*sin(e*x+f)

Summenfunktion:

Uberlagerung von Schwingungen f(x) =
g(x) = a*sin(b*x+c)
h(x) = d*sin(e*x+f)

f(x) = g(x) + h(x)

g(x) + h(x)

o o
Il
o o
I n
G =
- 0
Il
O .







70 Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 7

(7) Exponentialfunktion y = exp(x) = e

Die naturliche Exponentialfunktion y = exp(x) = e* entsteht durch
Potenzierung der Eulerschen Konstanten e = 2.71828... mit den
veranderlichen Hochzahlen x. Die Definitionsmenge ist die Menge
aller reellen Zahlen R. Die Wertemenge enthalt nur positive reelle
Zahlen. Die Funktion ist stetig und streng monoton steigend. Wenn

X gegen —oo strebt, dann strebt y gegen 0, d.h. die x-Achse ist eine
Asymptote der Kurve.

Exponentia:flfunktion y = e:xp(x)

............................................................

____________________________________________________________

___________________________________________________________

___________________________________________________________

Y-Achse
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(8) Exponentialfunktion y = exp(k*x)

Die Funktion y = exp(k*x) entsteht durch Hintereinanderausfiihren
der Funktion g(x) = k*x und der naturlichen Exponentialfunktion.

Far k > 0 ist die Kurve streng monoton steigend.
Fir k = 0 ist die Kurve konstant (exp(0) = 1).
Fur k <0 ist die Kurve streng monoton fallend.

Der Betrag der Konstanten k bestimmt daher die Starke der Zu-
oder Abnahme und heil3t daher auch Wachstumsgeschwindigkeit.

Exponentialfunktion y = exp(k*x)

/

Geschwindigkeitsfaktor k = 0.50
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Monoton fallende Exponentialfunktion:

Exponentialfunktion y = exp(k*x)

Geschwindigkeitsfaktor k = -0.50
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(9) Gedampfte Schwingungen:
y = a*exp(k*x) * sin(b*x+c)

Die gedampfte Schwingung y = a * exp(k*x) * sin(b*x+c) entsteht
durch die Multiplikation einer periodischen Sinusfunktion (sin) mit einer
fallenden Exponentialfunktion (exp).

.. Amplitude ( maximale Schwingungsweite )

.. Frequenz ( Anzahl der Schwingungen innerhalb 2*7 )

.. Phasenverschiebung im Bogenmal} ( 2*{ = 6.2832 ... 360°)
.. Wachstumsfaktor (k > 0) bzw. Dampfungsfaktor (k < 0)

~ 0 To

Hinweis: Durch geeignete Wahl der Konstanten (a, b, c, k) kénnen
ungedampfte Schwingungen (k = 0) dargestellt und die Bedeutung
von Amplitude, Frequenz und Phasenverschiebung gezeigt werden.

10

, x=6.28
Gedampfte Schwingungen:

y = a * exp(k*x) * sin(b*x+c)

= 0O T W
i un
O B W

-0.30

I

y =5 * exp(-0.30"x) * sin(4*x+0)

-10
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