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(1) Grundrechenoperationen mit Vektoren 
   
(1.1) Definition von Vektoren 
   
Bei einer Bewegung eines Objektes werden alle Punkte des Objektes 
(Urpunkte) eindeutig wieder auf Punkte (Bildpunkte) abgebildet. 
Dadurch entsteht ein Bild des Objektes. 
  
Die Schiebung ist die einfachste Bewegung. Dabei werden die Punkte 
um die gleiche Länge und in die gleiche Richtung verschoben. Solche 
Schiebungen werden anschaulich mit Pfeilen dargestellt. Jeder Pfeil 
ist durch seine Länge und Richtung gegeben. Die Menge aller gleich 
gerichteter und gleich langer Schiebepfeile nennt man einen Vektor. 
Ein solcher Schiebepfeil heißt dann ein Vertreter des Vektors. Der 
Urpunkt bei einer Schiebung heißt Fuß und der Bildpunkt heißt Kopf 
des entsprechenden Schiebepfeiles. 
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Vektoren werden hier mit Kleinbuchstaben mit einer hochgestellten 
Pfeilspitze oder einfach nur mit Großbuchstaben (so wie Punkte)  
bezeichnet (a´, b´, c´, . . . ). 
   
Um Vektoren festzulegen, müssen Länge und Richtung bestimmt werden. 
Dazu braucht man ein Koordinatensystem. Dann nimmt man vom Vektor a´  
jenen Vertreter, dessen Fuß der Koordinatenursprung O ist und dessen 
Kopf der Punkt A ist. Man schreibt a´ = OA´ oder auch kurz a´ = A. 
Den Pfeil OA´ nennt man den Ortsvektor des Punktes A. 
 
 

  
  
 
Richtung und Länge des Vektors a´ sind durch die Koordinaten (ax/ay) 
des Kopfpunktes A bestimmt. Der Betrag des Vektors a´ ist die Länge 
von OA´ und wird mit |a´| bezeichnet. Die Richtung des Vektors kann 
auch mit dem Richtungswinkel w zwischen x-Achse und OA´ beschrieben  
werden. Wegen des Lehrsatzes von Pythagoras gilt für den Betrag des  
Vektors |a´|² = ax² + ay². Für Richtungswinkel w gilt: tan(w) = ay:ax
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(1.2) Addition von Vektoren 
   
Schiebungen (Vektoren) können hintereinander ausgeführt werden. 
Dabei wird der Fußpunkt des zweiten Schiebepfeiles an den Kopf- 
punkt des ersten Schiebepfeiles gesetzt. Merkregel "Fuß bei Kopf". 
Verkettet man nun zwei Schiebepfeile  a´ und b´ in solcher Weise, 
dann erhält man einen neuen Schiebepfeil c´ = a´ + c´, der auch 
Summenpfeil oder Summenvektor genannt wird. 
   
Wenn a´= (ax/ay) und b´= (bx/by) zwei Vektoren sind, dann gilt  
für die Koordinaten des Summenvektors c´ = a´+ b´: 
 
cx = (ax + bx) 
cy = (ay + by) 
 
(ax/ay) + (bx/by) = (ax + bx/ay + by)   
 
 

  
 
 
Ortsvektor OC´ = Ortsvektor OA´ + Verbindungsvektor AC´  
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(1.3) Subtraktion von Vektoren 
  
Der Gegenvektor -a´ zu einem Vektor a´ ist jener Vektor, der den 
gleichen Betrag wie a hat, d.h. |-a´| = |a´|. Doch zeigt -a´ in  
die entgegengesetzte Richtung von a. Für die Koordinaten des Gegen- 
vektors gilt -a´ = (-ax/-ay). 
   
Der Nullvektor o´ ist ein Vektor mit der Länge 0 (|o´| = 0). Setzt 
man den Gegenvektor -a´ mit seinem Fuß an den Kopf des Vektors a´, 
dann erhält man den Nullvektor o´. Also gilt a´ + (-a´) = o´. 
   
Die Subtraktion eines Vektors c´ =  a´ - b´ entspricht der Addition 
mit seinem Gegenvektors  c´ = a´ + (-b´), so wie bei Zahlen auch.  
 
a´ - b´ = a´ + (-b´) 
  
Wenn a´= (ax/ay) und b´= (bx/by) zwei Vektoren sind, dann gilt  
für die Koordinaten des Differenzvektors  c´ = a´- b´:  
  
cx = (ax + (-bx)) = (ax - bx) 
cy = (ay + (-by)) = (ay - by) 
 
 

  
 
Ein Verbindungsvektor ist immer die Differenz der Ortsvektoren. 
AC´= OC´- OA´ (Merkregel: "Kopf weniger Fuß"), weil OA´+ AC´= OC´. 
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Zusammenfassung 
 
Summenvektor:     a´ +  b´ = (ax + bx/ay + by) 
Gegenvektor:           -a´ = (-ax/-ay) 
Differenzvektor:  a´ -  b´ = (ax - bx/ay - by) 
  
Für die Addition von Vektoren gelten folgende Rechenregeln, 
die mit Hilfe der Verkettung von Pfeilen anschaulich bewiesen 
werden können. 
   
(1) Assoziativgesetz                 a´ + (b´ + c´) = (a´ + b´) + c´ 
(2) Neutrales Element (Nullvektor)   a´ + o´ = a´ 
(3) Inverses Element (Gegenvektor)   a´ + (-a´) = o´ 
(4) Kommutativgesetz                 a´ + b´ = b´ + a´ 
 
Die Vektoren bilden daher eine additive kommunikative Gruppe. 
 
Alle hier hergeleiteten Gesetze und Beweise gelten nicht nur 
für Vektoren in der Ebene, sondern natürlich auch für Vektoren 
im Raum. Zu den beiden x- und y-Koordinaten kommt dann noch 
eine z-Koordinate dazu.  
 
 
(1.4) Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl 
  
Es sei k eine reelle Zahl und a´ ein beliebiger Vektor. Das Produkt 
k*a´ ist ein Vektor b´, dessen Länge das |k|-fache von a´ beträgt, 
und dessen Richtung vom Vorzeichen von k abhängt. 
  
Für die Multiplikation b´ = k*a´ mit einer Zahl k gilt: 
bx = k*ax 
by = k*ay 
  
k*(ax/ay) = (k*ax/k*ay)   
  
Diese Formeln gelten, weil für die Streckung von a´ auf b´= k*a´ 
der Strahlensatz im Koordinatensystem angewendet werden kann. 
Siehe dazu die nachfolgenden Grafiken. 
 
Zusätzlich gilt das Distributivgesetz: k*(a´+ b´) = k*a´ + k*b´. 
Das ist direkt ersichtlich an den Koordinatenformeln. 
 
Ein Spezialfall ist der normierte Vektor e´ = (1/|a´|)*a´. Er 
hat die gleiche Richtung wie der Vektor a´, jedoch die Länge 1. 
Z.B.: a´=(4/3), |a´| = sqrt(4²+3²) = 5, e´= 0.2*(4/3) = (0.8/0.6) 
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(1.5) Lineare Kombinationen 
 
Gegeben ist ein 2- oder 3-dimensionaler Punkt- und Vektorraum. 
Den zusammengesetzten Vektor v´ = r*a´ + s*b´ + t*c´ + ... nennt 
man eine Linearkombination von N Vektoren a´, b´, c´, ...  mit 
reellen Zahlenkonstanten (Koeffizienten) r, s, t, .....  
 
   

  
  
 
Beispiel in der Ebene: 
a´= (4/2), b´= (2/6). Wir wollen nun die einfache Linearkombination  
c´ = 2*a´ + (1/2)*b´ berechnen. Durch Einsetzen in die entsprechen-
den Koordinatenformeln erhält man c´ = (8/4) + (1/3) = (9/7). 
   
Beispiel im Raum: 
a´= (1/2/3), b´= (2/0/1) und c´= (6/4/8). Wir wollen nun die 
Linearkombination  d´ = 3*a´ - 2*b´ + (1/2)*c´ berechnen. Durch 
Einsetzen in die entsprechenden Koordinatenformeln erhält man 
d´ = (3/6/9) – (4/0/2) + (3/2/4) = (2/8/11). 
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N Vektoren heißen linear abhängig (l.a.), wenn ein Vektor davon 
eine Linearkombination (Vielfachensumme) der übrigen Vektoren ist. 
Andernfalls heißen die N Vektoren linear unabhängig (l.u.a.). 
 
 
Beispiel in der Ebene: 
 
a´= (4/6), b´= (6/9). Wir wollen nun prüfen, ob diese zwei Vektoren 
in der Ebene linear unabhängig sind. Dazu testen wir, ob beispiels- 
weise b´ ein Vielfaches von a´ ist. b´ = s*a´, d.h. 6 = s*4, also 
ist s = 6/4 = 3/2. Einsetzen in die zweite Koordinatengleichung er- 
gibt 9 = 3/2 * 6 = 9. Daher gilt b´= 3/2 * a´. Die Vektoren sind also 
linear abhängig, und sie heißen kollinear, weil sie auf einer 
Geraden liegen. 
 
Die Vektoren a´= (4/6), b´= (6/8) hingegen sind nicht kollinear, 
weil 6 = (3/2)*4, aber 8 = (4/3)*6. 
 
 
Beispiel im Raum:  
 
a´= (1/2/3), b´= (2/0/1) und c´= (6/4/8). Wir wollen nun prüfen, 
ob diese drei Vektoren im Raum linear unabhängig sind. Dazu testen 
wir, ob beispielsweise c´ eine Linearkombination von a´ und b´ ist. 
c´= s*a´ + t*b´, d.h. 6 = 1*s + 2*t, 4 = 2*s + 0*t, 8 = 3*s + 1*t. 
Aus den ersten beiden Koordinatengleichungen folgt s = 2 und t = 2. 
Einsetzen in die dritte Koordinatengleichung ergibt 8 = 3*2+1*2 = 8. 
Daher gilt c´= 2*a´ + 2*b´. Die Vektoren sind also linear abhängig, 
und sie heißen komplanar, weil sie in einer Ebene liegen. 
    
Die Vektoren a´= (1/2/3), b´= (2/0/1) und c´= (6/4/7) hingegen sind 
nicht komplanar. 
 
 
Die Dimension einer Vektormenge ergibt sich aus der maximalen 
Anzahl von linear unabhängigen Vektoren in dieser Menge. 
 
In der Ebene gibt es maximal zwei linear unabhängige Vektoren. 
Im Raum aber gibt es maximal drei linear unabhängige Vektoren. 
 
Solche Vektoren heißen ein Basissystem, weil sich jeder andere 
Vektor als Linearkombination von ihnen darstellen lässt. 
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(1.6) Ein orthonormiertes Basissystem im Raum 
 
Betrachten wir ein Koordinatensystem im dreidimensionalen Raum 
etwas genauer. Zunächst wird ein Koordinatenursprung O(0/0/0) 
als Standpunkt des Beobachters festgelegt. Danach werden drei 
Gerade bestimmt, die aufeinander paarweise normal (orthogonal) 
stehen. Das sind die x-, y- und z-Achse. Zuletzt wird noch eine 
Maßeinheit e für die Längenmessung festgesetzt (z.B. e = 1 cm). 
 
 

  
 
 
Nun werden drei Vektoren i´, j´ und  k´ in Richtung der Achsen 
erzeugt, die normiert sind, d.h. die Länge 1 haben. i´=(1/0/0),  
j´=(0/1/0) und k´=(0/0/1). Sie bilden ein orthonormiertes Basis- 
system. Verbindet man nun den Ursprung O mit einem beliebigen 
Punkt A, dann erhält man dessen Ortsvektor OA´. Der Ortsvektor OA´ 
kann nun als Linearkombination von i´, j´, k´ dargestellt werden 
OA´ = ax*i´ + ay*j´+ az*k´. Man nennt die Zahlenwerte ax, ay, az  
die Koordinaten des Punktes A und schreibt A(ax/ay/az). 
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(2) Skalarprodukt, Kreuzprodukt, Spatprodukt 
 
(2.1) Das skalare Produkt 
 
Das skalare Produkt (a´· b´) von Vektoren a´, b´ ist eine Zahl z. 
Man erhält sie, indem man den Betrag der normalen Projektion n´ von 
Vektor b´ auf den Vektor a´ mit den Betrag von a´ multipliziert. 
Die Zahl z ist positiv, wenn der Winkel zwischen a´ und b´ spitz 
ist. Wenn der Winkel w stumpf ist, dann ist die Zahl z negativ. 
   
n´ = ON´ = Projektion von b´ auf a´. 
z  = (a´· b´) = ±|n´|*|a´| 
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Für das skalare Produkt (a´· b´) zweier Vektoren a´=(ax/ay) und 
b´=(bx/by) in der Ebene gilt: (a´· b´) = ax*bx + ay*by. 
  
Für das skalare Produkt (a´· b´) zweier Vektoren a´=(ax/ay/az)  
und b´=(bx/by/bz) im Raum gilt: (a´· b´) = ax*bx + ay*by + az*bz. 
 
 

   
 
  
Aus der Koordinatenformel folgt direkt (a´· b´) = (b´· a´), d.h. 
das skalare Produkt ist kommutativ. 
 
Zwei Vektoren stehen aufeinander normal, wenn ihr skalares Produkt 
gleich Null ist. Das gilt, weil dann die normale Projektion n´ von 
Vektor b´ auf den Vektor a´ gleich dem Nullvektor o´(0/0) ist. 
  
Weiters kann man zeigen, dass für den von den beiden Vektoren ein- 
geschlossenen Winkel w gilt: cos(w) = (a´· b´) / (|a´| * |b´|). 
 
Für die Fläche des von den Vektoren aufgespannten Parallelogramms 
gilt: F² = |a´|²*|b´|² - (a´·b´)². In der Ebene erhält man durch 
Einsetzen der Koordinaten: F = |ax*by - ay*bx| = |DET(a´,b´)|. 
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(2.2) Vektorielles Produkt (Kreuzprodukt) 
 
Das vektorielle Produkt (Kreuzprodukt) c´ = a´× b´ von Vektoren 
a´=(ax/ay/az) und b´=(bx/by/bz) im Raum ist ein Vektor c´=(cx/cy/cz),  
für den zwei Eigenschaften gelten: 
   
(1) c´ steht normal auf die durch a´ und b´ aufgespannte Ebene. 
Dabei liegen a´, b´ und c´ wie Daumen, Zeige- und Mittelfinger 
der gestreckten rechten Hand (rechtshändige Orientierung). 
  
(2) Die Länge von c´ ist gleich der Fläche des Parallelogramms 
mit den Seitenvektoren a´ und b´, d.h. |c´| = F(a´,b´). 
 
 

   
 
 
Für die Koordinaten des Kreuzproduktes c´ = (cx/cy/cz) gilt 
cx =  (ay*bz - az*by) 
cy = -(ax*bz - az*bx) 
cz =  (ax*by - ay*bx). 
   
Die Richtgkeit dieser Koordinatenformeln wird überprüft, 
indem die Erfüllung der Eigenschaften nachgerechnet wird: 
(1) (c´· a´) = 0 und (c´· b´) = 0. 
(2) |c´| = F(a´,b´) = sqrt(|a´|²*|b´|² - (a´·b´)²). 
   
Aus den Koordinatenformeln folgt direkt  a´× b´ = -(a´× b´), d.h. 
Das Kreuzprodukt ist antikommutativ. 
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(2.3) Das Spatprodukt 
  
Drei Vektoren a´, b´, c´ im Raum spannen ein so genanntes 
Spat auf (Parallelepiped oder ungenau "schiefer Quader" ). 
Das Spatprodukt der Vektoren ist eine Zahl z, deren Betrag 
das Volumen des Spates angibt V(a´,b´,v´) = |z|. 
 

  
 
 
Die Formel für das Spatprodukt lautet: z = (a´× b´) · c´ 
Die Richtigkeit dieser Formel kann folgendermaßen bewiesen werden: 
Der Betrag des Kreuzprodukts d´ = (a´× b´) liefert die Basisfläche 
des Spates. Das Spatvolumen ist daher V = |d´|*|h´| mit h als Kör-
perhöhe. Diese Höhe h´ ist die normale Projektion von c´ auf d´ und 
es gilt somit (d´· c´) = |h´|*|d´|. Aus dem Skalarprodukt folgt für 
das Volumen V = |d´|*|(d´· c´)|/|d´| = |(d´· c´)| = |(a´× b´)· c´|. 
 
V(a´,b´,c´) = (d´· c´) = (a´× b´) · c´ = 
 

= |(ax*by*cz + ay*bz*cx + az*bx*cy - ax*bz*cy - ay*bx*cz - az*by*cx)|
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(3) Gerade in der Ebene 
 
(3.1.1) Eine Gerade in der Ebene 
        (lineare Gleichung) 
 
Ausgangspunkt ist eine lineare Gleichung mit zwei Variablen 
x und y von der Form y = k*x, wobei k ein konstanter Zahlen- 
wert ist. Berechnet man zu verschiedenen x-Werten die zuge- 
ordneten y-Werte, so erhält man eine lineare Funktion. 
 
Trägt man in einem Koordinatensystem beliebige x-Werte auf 
der x-Achse und die zugeordneten y-Werte dann parallel zur 
y-Achse auf, erhält man eine Menge von Punkten P(x/y), die 
alle auf einer Geraden liegen. 
  
Das Schaubild einer linearen Funktion der Form y = k*x ist 
eine steigende oder fallende Gerade, welche immer durch den 
Ursprung O(0/0) des Koordinatensystems geht. 
  
Solche Funktionen heißen homogene lineare Funktionen. 
Die Konstante k bestimmt die Steigung der Geraden. Das Vor- 
zeichen von k entscheidet, ob die Gerade ansteigt (k > 0) 
oder ob die Gerade abfällt (k < 0). Der Betrag von k gibt an, 
wie stark die Gerade steigt oder fällt. 
 
Wenn wir nun die allgemeine lineare Funktion y = k*x + d 
betrachten, wobei die Konstanten k und d nicht Null sind, 
so stellen wir fest, dass für x = 0 das zugehörige y = d ist. 
Also liegt der Punkt P(0/d) auf der Geraden, d.h. die Gerade 
geht nicht durch den Koordinatenursprung O(0/0). 
 
Der Punkt P(0/d) liegt aber auch auf der y-Achse, weil dort 
für alle Punkte x = 0 ist. Er ist somit der Schnittpunkt der 
Geraden mit der y-Achse. Die Konstante d heißt y-Abschnitt. 
 
Die Funktion y = k*x + d heißt inhomogene lineare Funktion. 
 
Offensichtlich entsteht eine inhomogene Gerade dadurch, dass 
jeder Punkt der homogenen Geraden um den Abschnitt d parallel 
zur y-Achse verschoben wird. Die Steigungen der beiden Geraden 
sind natürlich gleich. 
 
Hinweis: Wenn wir die homogene lineare Gerade y = k*x ansehen 
und x = 1 setzen, dann erhalten wir für y die Steigung k. Der 
Punkt Q(1/k) liegt daher auf der Geraden. Der von der x-Achse 
und der Geraden eingeschlossene Winkel heißt Steigungswinkel, 
und das Dreieck O(0/0), P(1/0), Q(1/k) heißt Steigungsdreieck. 
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Die folgenden Grafiken zeigen steigende und fallende Gerade.  
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Eine lineare Gleichung mit den zwei Variablen x und y hat die 
allgemeine Form: 
 
a*x + b*y = c 
 
Dabei sind a, b und c konstante Zahlenwerte. Durch so genannte 
Äquivalenzumformungen wird diese Gleichung so lange umgeformt 
bis die Variable y alleine auf einer Gleichungsseite steht. 
 
a*x + b*y = c  
      b*y = -a*x + c 
        y = (-a/b)*x + (c/b) 
 
Durch Umformungen erhalten wir somit: y = (-a/b)*x + (c/b). 
Diese Gleichungsform heißt explizit, weil y alleine auf einer 
Seite steht. Andernfalls heißt die Gleichungsform implizit.  
   
y = (-a/b)*x + (c/b) 
 
Setzen wir nun (-a/b) = k und (c/b) = d, dann erhalten wir die 
Gleichung einer Geraden in der Ebene mit k als Steigung und d 
als y-Abschnitt: y = k*x + d. 
 
 
Beispiel: 
 
5*x - 4*y  = 8 (implizite Form) 
y = 1.25*x - 2 (explizite Form) 
 
Will man diese Gerade zeichnen, dann muss man zwei Punkte A und B 
ermitteln, welche auf der Geraden liegen. Dazu wählt man einen 
beliebigen x-Wert und rechnet dann den zugehörigen y-Wert aus. 
 
x = 0, y = 1.25*0 - 2 = -2, A(0/-2) 
x = 4, y = 1.25*4 - 2 = 3,  B(4/3) 
 
Ergebnis:  
 
Die Gerade g mit der Gleichung  y = 1.25*x - 2  verläuft durch die 
zwei Punkte A(0/-2) und B(4/3). 
 
 
Die Zahlenpaare (x,y) in einer linearen Gleichung mit zwei 
Variablen entsprechen den Punkten P(x/y) auf einer Geraden 
in der Ebene.   
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(3.1.2) Eine Gerade in der Ebene 
        (Vektorgleichung) 
 
Eine Gerade g ist in der Ebene durch einen Punkt A und einen 
Richtungsvektor a´ gegeben. Der Ortsvektor von jedem Punkt X 
auf der Geraden wird dadurch erzeugt, dass zum Ortsvektor von 
A ein entsprechendes Vielfache t*a´ von a´ addiert wird. Dabei 
wird die Zahl t als der Parameter des Punktes X bezeichnet. 
Durchläuft t alle reellen Zahlen, erhält man alle Punkte von g. 
   
OX´ = OA´ + t*a´  (Vektorgleichung von g)  
   
Gerade g mit A(2/3) und a´= (3/1) 
(x/y) = (2/3) + t*(3/1). 
z.B.: (11/6) = (2/3) + 3*(3/1), d.h. P(11/6) ist ein Punkt auf g. 
 
  

  
 
 
Ist die Gerade g durch zwei Punkte A und B gegeben, dann wird 
der Verbindungsvektor AB´ als Richtungsvektor a´ genommen und 
die Vektorgleichung der Geraden lautet:  OX´ = OA´ + t*AB´. 
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Spaltet man die Vektorgleichung in die Koordinatengleichungen auf 
und eliminiert den Parameter, erhält man die lineare Gleichung der 
Geraden: (x/y) = (2/3) + t*(3/1) wird aufgespaltet in x = 2 + 3*t 
und y = 3 + 1*t. Daraus folgt t = y - 3 und x = 2 + 3*(y - 3), und 
das ergibt schließlich die lineare Gleichung von g: x - 3*y = -7. 
   
Die Lösungsmenge {(x/y)} einer linearen Gleichung in zwei Variablen 
entspricht den Punkten auf einer Geraden in der Ebene. 
 
Gegeben ist die Gerade g mit dem Anfangspunkt A(ax/ay) und dem 
Richtungsvektor a´(u/v). Der Vektor n´(x/y) sei ein Normalvektor 
auf die Gerade g. Weil n´· a´ = (x/y)·(u/v) = x*u + y*v = 0 ist, 
so gilt: Der Normalvektor n´ hat die Koordinaten (v/-u). 
   
Für alle Geradenpunkte X gilt dann: n´· AX´ = 0. 
n´·(OX´- OA´) = 0   
n´· OX´ = n´· OA´ 
Das ist die Normalvektorgleichung der Geraden g. 
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Mit A(2/3) und a´= (3/1) gilt:  n´ = (1/-3),  
Normalvektorgleichung der Geraden g: (1/-3)·((x/y)-(2/3)) = 0  
 
Multipliziert man die Normalvektorgleichung aus, so erhält man 
wieder die lineare Gleichung der Geraden: (1/-3)·(x-2/y-3) = 0 
Aus x - 2 - 3*y + 9 = 0 folgt dann x - 3*y = -7.  
 
Für eine Gerade in der Ebene gilt, dass die Koeffizienten der 
linearen Gleichung die Koordinaten eines Normalvektors sind. 
 
Nimmt man den normierten Normalvektor e´ = 1/|n´| * n´, dann spricht 
man von der "Hesseschen Normalvektorform":  e´·(OX´-OA´) = 0. 
 
Setzt man in diese statt des Geradenpunktes X einen Punkt P ein, 
der nicht auf der Geraden g liegt, dann erhält man die Distanz d des 
Punktes P von g:  e´·(OP´- OA´) =  e´· AP´ = ±d. Das gilt, weil ja 
e´· AP´= AP´· e´ = ±|Projektion von AP´auf e´|*|e´| = ±|FP´|*1 = ±d. 
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(3.2.1) Zwei Gerade in der Ebene 
        (lineare Gleichungen) 
   
Es sind zwei Geraden in der Ebene mit ihren linearen 
Gleichungen gegeben, beispielsweise: 
   
(g) 5*x - 4*y =  8 
(h)   x + 2*y = 10 
 
(g) y = 1.25*x - 2   (Steigung k = 1.25, Abschnitt d = -2) 
(h) y = -0.5*x + 5   (Steigung k = -0.5, Abschnitt d = 5) 
   
Wenn es einen Schnittpunkt S(x/y) gibt, dann muss er auf 
beiden Geraden liegen, d.h. wenn man seine Koordinaten in die 
beiden Gleichungen einsetzt, erhält man zwei wahre Aussagen. 
 
Grundsätzlich können zwei Geraden in der Ebene entweder 
identisch, parallel oder einander schneidend sein. 
Ihre gegenseitige Lage hängt im Wesentlichen von ihren 
Steigungen ab. Nur wenn die Steigungen der Geraden ver- 
schieden sind, gibt es einen eindeutigen Schnittpunkt. 
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Wie wird der Schnittpunkt S(x/y) von zwei Geraden ermittelt? 
Ausgangspunkt der Ermittlung des Schnittpunktes sollen die 
beiden impliziten Geradengleichungen (g) und (h) sein: 
   
(g)  5*x - 4*y =  8 
(h)    x + 2*y = 10 
   
Wir multiplizieren die beiden Seiten der zweiten Gleichung mit 2: 
(Durch diese Umformungen wird die Lösungsmenge nicht verändert.) 
   
(g)  5*x - 4*y =  8 
(h)  2*x + 4*y = 20 
   
Dann addieren wir die Seiten der beiden Gleichungen, wodurch 
die Variable y eliminiert wird (Eliminationsmethode). Das ergibt: 
   
(g) + (h):  7*x + 0*y = 28.  Daraus folgt x = 4. 
   
Den erhaltenen x-Wert setzen wir nun in die zweite Gleichung ein 
und berechnen den y-Wert: 4 + 2*y = 10. Daraus folgt y = 3. 
 
Somit haben wir den Schnittpunkt S(4/3) der Geraden ermittelt. 
Als Probe können wir den Schnittpunkt in beide Gleichungen ein- 
setzen. Erhalten wir wahre Aussagen, haben wir richtig gerechnet. 
 
Das besprochene Lösungsverfahren heißt Eliminationsmethode, weil 
dabei immer eine Variable eliminiert (ausgeschaltet) wird.  
 
Ein zweites Lösungsverfahren für lineare Gleichungssysteme ist die 
Substitutionsmethode (Einsetzungsmethode). Diese wollen wir nun auf 
unsere beiden Geradengleichungen anwenden: 
   
(g)  5*x - 4*y =  8 
(h)    x + 2*y = 10 
   
Wir stellen aus der zweiten Gleichung die Variable x explizit dar 
und setzen den Ausdruck für x in die erste Gleichung ein. Dann 
berechnen wir durch Umformung die Variable y. 
   
(g)  5*x - 4*y = 8 
(h)    x = 10 - 2*y 
 
(g)  5*(10 - 2*y) - 4*y = 8.  Daraus folgt y = 3. 
   
Den erhaltenen y-Wert setzen wir nun in die zweite Gleichung ein 
und berechnen den x-Wert: x = 10 - 2*3. Daraus folgt x = 4. 
Somit haben wird den Schnittpunkt S(4/3) der Geraden ermittelt. 
 
Allgemeine Form eines linearen Gleichungssystems: 
   
(g)  a*x + b*y = c 
(h)  d*x + e*y = f 
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Die Steigung der Geraden g ist k1 = -a/b. 
Die Steigung der Geraden h ist k2 = -d/e. 
 
Das System hat keinen Schnittpunkt, wenn k1 = k2 ist. Dann gilt:  
 
-a/b = -d/e   
a*e = b*d 
a*e - b*d = 0 
 
Der Ausdruck (a*e - b*d) heißt die Determinante DET des Systems. 
 
 
Somit gilt folgender Hauptsatz: 
Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann eindeutig lösbar, 
wenn die Determinante DET = (a*e - b*d) nicht gleich Null ist. 
   
 
(g)  5*x - 4*y =  8 
(h)    x + 2*y = 10 
 
DET = 5*2 - (-4)*1 = 14. Das System ist eindeutig lösbar. 
 
Schreibt man die konstanten Zahlenwerte (Koeffizienten) a, b, c 
und d, e, f in zwei Zeilen und drei Spalten an, so nennt man eine 
solche Anordnung eine (2 x 3)-Matrix. Hier nennt man sie auch die 
erweiterte Systemmatrix. 
 
a  b  c 
d  e  f 
 
Die zwei linken Spalten bilden eine (2 x 2)-Matrix, die man nur 
Systemmatrix nennt. 
 
a  b 
d  e 
 
Die Hauptdiagonale (rot) der Matrix geht von links oben nach rechts 
unten, die Nebendiagonale (blau) von links unten nach rechts oben. 
Die Determinante der Matrix DET = (a*e - b*d) wird so gebildet, dass 
man das Produkt der Zahlen aus der Nebendiagonale von dem Produkt 
der Zahlen aus der Hauptdiagonale subtrahiert. Das liefert eine ein- 
fache Merkregel für die Berechnung der Determinante. 
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Betrachten wir noch einmal das lineare Gleichungssystem. Wir 
wollen zum Abschluss eine allgemeine Lösungsformel herleiten. 
Damit können die Lösungen (x/y) direkt aus den Koeffizienten 
a, b, c, d, e, f berechnet werden. 
 
a*x + b*y = c  (I)    
d*x + e*y = f  (II) 
 
Stellt man y aus (II) explizit dar und setzt y in (I) ein, dann 
erhält man für x: 
 
x = (c*e - b*f) / (a*e - b*d) 
 
Setzt man diesen Wert von x in (II) ein, dann erhält man für y: 
 
y = (a*f - c*d) / (a*e - b*d) 
 
Die Rechenausdrücke in diesen Formeln sind Determinanten von 
Teilmatrizen aus der erweiterten Systemmatrix, die man dadurch 
erhält, dass man eine bestimmte Spalte durch die rechte Spalte  
ersetzt. Dabei bezeichnet die tiefer gestellte Zahl die Nummer 
der ersetzten Spalte. 
 
a  b  c     Erweiterte Systemmatrix 
d  e  f 
 
a  b        Systemmatrix mit DET = a*e – b*d 
d  e 
 
c  b        Teilmatrix mit DET1 = c*e - b*f 
f  e 
 
a  c        Teilmatrix mit DET2 = a*f – c*d 
d  f 
 
Mit diesen Bezeichnungen lassen sich die oben hergeleiteten 
Lösungsformeln folgendermaßen anschreiben (Cramersche Regel): 
 
x = DET1 / DET 
y = DET2 / DET 
 
 
Hinweis: In der Vektorrechnung wurde gezeigt, dass die Vektoren 
n´(a/b) und m´(d/e) normal auf die Geraden stehen. Diese beiden 
Normalvektoren spannen ein Parallelogramm auf, dessen Fläche gleich 
dem Betrag der Systemdeterminante DET = a*e – b*d ist. Offensicht- 
lich schneiden sich die Geraden nur dann, wenn diese Fläche nicht 
Null ist. Andernfalls sind sie parallel oder identisch. 
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(3.2.2) Zwei Gerade in der Ebene 
        (Vektorgleichungen) 
 
Die Geraden g und h sind jeweils durch ihren Anfangspunkt und 
ihren Richtungsvektor gegeben. Ausgehend von ihren Vektor- 
gleichungen soll zuerst ihr Schnittpunkt und dann ihre linearen  
Gleichungen ermittelt werden. 
 
Die Punkte A(0/-2) und B(-4/-7) liegen auf der Geraden g. 
Die Punkte C(0/5) und D(-6/8) liegen auf der Geraden h. 
 
g:  OX´ = OA´ + s*AB´ 
h:  OX´ = OC´ + t*CD´ 
 
AB´ = OB´ - OA´ = (-4/-5) = (-1)*(4/5) 
CD´ = OD´ - OC´ = (-6/3) = (-3)*(2/-1) 
 
g:  OX´ = (0/-2) + s*(4/5) 
h:  OX´ = (0/5) + t*(2/-1) 
 
Der Schnittpunkt S(x/y) muss die Vektorformeln erfüllen: 
(0/-2) + s*(4/5) = (0/5) + t*(2/-1) 
Die Vektorgleichung wird nun in ihre Koordinatengleichungen 
aufgespalten: 
 
 0 + 4*s = 0 + 2*t 
-2 + 5*s = 5 – 1*t 
  
Die Lösungen dieses linearen Gleichungssystems sind: s = 1, t = 2. 
Einsetzen von s = 1 in die Vektorgleichung von g ergibt dann den 
Schnittpunkt S(4/3). 
 
Mit Hilfe der Normalvektoren können schließlich die linearen 
Gleichungen der beiden Geraden ermittelt werden. 
 
Gerade g: Richtungsvektor a´ = (4/5), Normalvektor n´ = (5/-4) 
          n´·(OX´ - OA´) = 0     
          n´· OX´ = n´· OA´  
          (5/-4)·(x/y) = (5/-4)·(0/-2)   
          5*x - 4*y = 8   
 
Gerade h: Richtungsvektor b´ = (2/-1), Normalvektor m´ = (1/2) 
          m´·(OX´ - OC´) = 0     
          m´· OX´ = n´· OC´  
          (1/2)·(x/y) = (1/2)·(0/5)   
          1*x + 2*y = 10   
 
g:  5*x - 4*y = 8    
h:  1*x + 2*y = 10   
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(4) Vier merkwürdige Punkte im Dreieck 
 
Drei Punkte A, B, C in der Ebene bilden ein Dreieck.  
 

  
 
 
Für die drei Seiten a, b, c gilt:  
a = |BC´|, b = |AC´| und c =|AB´|  
Umfang U = a + b + c und s = U / 2 
Fläche F = sqrt(s*(s-a)*(s-b)*(s-c))  
 
Für die drei Winkel gilt: 
cos() = (AB´· AC´) / (|AB´|*|AC´|) 
cos() = (BA´· BC´) / (|BA´|*|BC´|) 
 = 180 -  
 
Die Berechnung der vier merkwürdigen Punkte des Dreiecks ist  
eine schöne Anwendung der linearen Vektorrechnung. Das Dreieck  
geht durch die Punkte A(xA/yA), B(xB/yB) und C(xC/yC). 



32                                                                                Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 8 

 
(4.1) Der Umkreis {U(xU/yU),rU}  
 

  
 
 
D ist der Seitenmittelpunkt von der Seite c. 
OA´ + AB´= OB´, d.h. AB´= OB´- OA´= (xB-xA/yB-yA) 
OD´= OA´+ (1/2)*AB´= (1/2)*(OA´+ OB´) 
(yB-yA/-(xB-xA)) ist ein Normalvektor nC´ auf AB´, weil (nc´·AB´) = 0. 
Für die Seitensymmetrale von c gilt: OX´= OD´ + s*nc´ 
 
E ist der Seitenmittelpunkt von der Seite a. 
OB´ + BC´= OC´, d.h. BC´= OC´- OB´= (xC-xB/yC-yB) 
OE´= OB´+ (1/2)*BC´= (1/2)*(OB´+ OC´) 
(yC-yB/-(xC-xB)) ist ein Normalvektor na´ auf BC´, weil (na´·BC´) = 0. 
Für die Seitensymmetrale von a gilt: OX´= OE´ + t*na´ 
 
Der Umkreismittelpunkt U ist der Schnittpunkt der Seitensymmetralen. 
OU´= OD´ + s*nc´ und OU´= OE´ + t*na´ 
OD´ + s*nc´ = OE´ + t*na´ 
s*nc´ - t*na´ = DE´ 
 
Aufspalten der Vektorgleichung in die zwei Koordinatengleichungen. 
Dabei sind xV und yV die Koordinaten des Vektors v´= DE´. 
 
 (yB-yA)*s - (yC-yB)*t = xV 
-(xB-xA)*s + (xC-xB)*t = yV 
 
Dieses lineare Gleichungssystem in den zwei Variablen s und t wird 
nun gelöst. Wenn s0 und t0 Lösungen sind, erhält man den Umkreis- 
mittelpunkt durch Einsetzen, beispielsweise: OU´= OD´ + s0*nc´. 
Für den Umkreisradius gilt rU = |AU´| = sqrt((xU-xA)²+(yU-yA)²).  
Die Bezeichnung "sqrt" bedeutet die Quadratwurzel (square root). 
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(4.2) Der Inkreis {I(xI/yI),rI}  
 

  
 
 
Für den Inkreis gilt, dass der Inkreismittelpunkt I der Schnittpunkt 
der Winkelsymmetralen ist. Die Winkelsymmetrale des Winkels bei Eck- 
punkt A ist die Diagonale einer Raute mit normierten (gleichlangen) 
Seitenvektoren, wA´= (1/|c´|)* c´ + (1/|b´|)* b´. Für die Winkelsym- 
metrale gilt dann OX´= OA´ + s*wA´. 
 
Die Winkelsymmetrale bei Eckpunkt B wird in analoger Weise ermittelt: 
OX´= OB´ + t*wB´.  
 
Für den Inkreismittelpunkt I gilt OI´= OA´ + s*wA´ und 
OI´= OB´ + t*wB´. Das ergibt die Vektorgleichung s*wA´-t*wB´= AB´. 
Diese wird in die Koordinatengleichungen aufgespaltet und gelöst. 
 
Der Inkreisradius rI ist der Normalabstand des Inkreismittelpunktes I 
von der Dreiecksseite c. Er wird mit der Hesseschen Normalvektor- 
gleichung der Geraden c ermittelt (siehe Abschnitt [4.6]). 
 
Vektorgleichung der Dreiecksseite c: OX´= OA´ + s*AB´. 
n´ ist der Normalvektor zum Verbindungsvektor AB´= OB´- OA´. 
Für alle Punkte X der Dreiecksseite c gilt die so genannte 
Normalvektorgleichung  n´· AX´= 0 bzw. n´·(OX´- OA´) = 0. 
 
Nimmt man den normierten Normalvektor  e´= 1/|n´| * n´, dann 
erhält man die "Hessesche Normalvektorform"  e´·(OX´- OA´) = 0. 
Setzt man hier den Inkreismittelpunkt I ein, dann erhält man 
seinen Abstand von der Seite c. Damit gilt für den Inkreis- 
radius: rI = |e´·(OI´- OA´)|. 
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(4.3) Der Höhenschnittpunkt H(xH/yH)  
 

  
 
 
Der Höhenschnittpunkt H ist der Schnittpunkt der Höhen im Dreieck. 
Eine Höhe ist eine Gerade, welche auf eine Dreiecksseite normal 
steht und durch den gegenüberliegenden Eckpunkt geht.  
 
hC ist die Höhe durch Eckpunkt C und n´ ist ein Normalvektor auf die 
Seite c. Dann gilt für die Höhe hC: OX´ = OC´ + s*n´. In analoger 
Weise ermittelt man eine zweite Höhe des Dreiecks und schneidet sie 
mit der ersten Höhe. Das Ergebnis ist dann der Höhenschnittpunkt H. 
 
(4.4) Der Schwerpunkt S(xS/yS)  
 
Der Schwerpunkt S ist der Schnittpunkt der Schwerlinien im Dreieck. 
Eine Schwerlinie ist eine Gerade, die durch den Mittelpunkt einer 
Seite und den gegenüberliegenden Eckpunkt geht. 
 
sC ist die Schwerlinie durch den Eckpunkt C und den Mittelpunkt D 
der Seite c. OD´= (1/2)*(OA´+ OB´). Für die Schwerline sC gilt 
OX´ = OD´ + s*DC´. In analoger Weise ermittelt man eine zweite 
Schwerlinie des Dreiecks und schneidet sie mit der ersten Schwer- 
linie. Das Ergebnis ist dann der Schwerpunkt S. 
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Für den Schwerpunkt gilt die Besonderheit, das er jede Schwerlinie 
im Verhältnis  2 : 1 teilt. Damit kann er einfach berechnet werden: 
 
 OS´ = OD´ + (1/3)* DC´   
     = OD´ + (1/3)*(OC´- OD´) 
     = OD´ + (1/3)*(OC´- (1/2)*(OA´+ OB´)) 
     = OD´ + (1/3)*(OC´- (1/2)*OA´- (1/2)*OB´) 
     = (1/2)*(OA´ + OB´) + (1/3)*(OC´- (1/2)*OA´- (1/2)*OB´) 
     = (1/2)*OA´ + (1/2)*OB´ + (1/3)*OC´ - (1/6)*OA´ - (1/6)*OB´ 
     = (3/6)*OA´ + (3/6)*OB´ + (2/6)*OC´ - (1/6)*OA´ - (1/6)*OB´ 
     = (2/6)*OA´ + (2/6)*OB´ + (2/6)*OC´  
     = (1/3)*(OA´+ OB´+ OC´) 
 
 OS´ = (1/3)*(OA´+ OB´+ OC´) 
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(4.5) Die Eulersche Gerade  
  
Die Eulersche Gerade e geht durch die drei merkwürdigen Punkte 
S, U und H. Dabei gilt SU : SH = 1 : 2. 
Die Eulersche Gerade hat die Vektorgleichung OX´ = OS´ + s*SU´.  
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(5) Ebene und Gerade im Raum 
 
(5.1) Eine Ebene im Raum 
 
Eine Ebene e ist im Raum durch einen Anfangspunkt A und zwei von- 
einander linear unabhängige Richtungsvektoren a´ und b´ gegeben. 
Der Ortsvektor von jedem Punkt X auf der Ebene wird so erzeugt, 
dass zum Ortsvektor von A eine Linearkombination von a´ und b´ 
addiert wird. OX´ =  OA´ + s*a´ + t*b´. Die Zahlen s und t werden 
als Parameter des Punktes X bezeichnet. Durchlaufen die Parameter 
voneinander unabhängig alle reellen Zahlen, so erhält man alle  
Punkte der Ebene e. 
 
OX´ = OA´ + s*a´ + t*b´ (Vektorgleichung von e)  
 

   
 
 
Ebene e mit A(2/3/4) und a´= (-3/2/0) und b´= (1/3/-1)  
(x/y/z) = (2/3/4) + s*(-3/2/0) + t*(1/3/-1)  
z.B.: (-2.5/11.5/2.5) = (2/3/4) + 2*(-3/2/0) + 1.5*(1/3/-1)  
d.h. X(-2.5/11.5/2.5) ist ein Punkt der Ebene e. 
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Ist die Ebene e durch drei Punkte A, B, C gegeben, dann sind die 
 Verbindungsvektoren AB´ und AC´ die Richtungsvektoren und die 
 Vektorgleichung der Ebene lautet: OX´ = OA´ + s*AB´ + t*AC´. 
 Spaltet man die Vektorgleichung in die Koordinatengleichungen 
 auf und eliminiert die Parameter, erhält man die lineare Gleichung. 
 
Ebene e durch A(2/3/4), B(-1/5/4), C(3/6/3). 
Vektorgleichung: (x/y/z) = (2/3/4) + s*(-3/2/0) + t*(1/3/-1)  

 x = 2 - 3*s + t 
 y = 3 + 2*s + 3*t 
 z = 4 – t 
 2*x + 3*y + 11*z = 57.  Das ist die lineare Gleichung der Ebene e. 
   
 Die Lösungsmenge {(x/y/z)} einer linearen Gleichung in drei  
 Variablen entspricht den Punkten auf einer Ebene. 
 
 Es sei OX´ = OA´ + s*a´ + t*b´ die Vektorgleichung der Ebene. 
 Das vektorielle Produkt n´ = (a´× b´) liefert einen Normalvektor  
 auf die Ebene. Für alle Ebenenpunkte X gilt dann: n´• AX´ = 0. 
 n´•(OX´- OA´) = 0   
 n´• OX´ = n´• OA´ = c = (constant) 
 Das ist die Normalvektorgleichung der Ebene e. 
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Ebene e durch A(2/3/4), B(-1/5/4), C(3/6/3). 
Vektorgleichung: (x/y/z) = (2/3/4) + s*(-3/2/0) + t*(1/3/-1)  

 
 Das vektorielle Produkt (a´× b´) = (2/3/11) steht normal auf e. 
 Also gilt: (2/3/11)•(OX´- OA´) = (2/3/11)•((x/y/z)-(2/3/4)) = 0. 
 Multipliziert man die Normalvektorgleichung aus, so erhält man 
 die lineare Gleichung der Ebene: (2/3/11)•(x-2/y-3/z-4) = 0. 
 2*(x - 2) + 3*(y - 3) + 11*(z - 4) = 0.  
 2*x + 3*y + 11*z = 57. 
 
 Für eine Ebene im Raum gilt, dass die Koeffizienten der 
 linearen Gleichung die Koordinaten eines Normalvektors sind. 
  
 Mit dem normierten Normalvektor  e´ = 1/|n´| * n´  spricht man 
 dann von der "Hesseschen Normalvektorform":  e´•(OX´- OA´) = 0. 
 Setzt man in diese statt des Ebenenpunktes X einen Punkt P ein, 
 der nicht auf der Ebene liegt, dann erhält man die Distanz d des 
 Punktes P von der Ebene: e´•(OP´- OA´) =  e´• AP´ = ±d. Das wird 
 genau so bewiesen wie für die Gerade in der Ebene. 
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(5.2) Eine Gerade im Raum 
  
Eine Gerade g ist im Raum (sowie in der Ebene) durch einen Punkt A 
und Richtungsvektor v´ gegeben. Der Ortsvektor von jedem Punkt X 
auf der Geraden wird dadurch erzeugt, dass zum Ortsvektor von A 
ein entsprechendes Vielfache t*v´ von v´ addiert wird. Dabei wird 
die Zahl t als der Parameter des Punktes X bezeichnet. Durchläuft 
t alle reellen Zahlen, so erhält man alle Punkte von g. 
   
OX´ = OA´ + t*v´  (Vektorgleichung von g)  
   
Gerade g mit A(2/3/1) und v´= (3/1/4) 
(x/y/z) = (2/3/1) + t*(3/1/4). 
z.B.: (8/5/9) = (2/3/1) + 2*(3/1/4), d.h. P(8/5/9) liegt auf g. 
  
Ist die Gerade g durch zwei Punkte A und B gegeben, dann wird 
der Verbindungsvektor  AB´ als Richtungsvektor  v´ genommen 
und die Vektorgleichung der Geraden lautet: OX´ = OA´ + t*AB´. 
 
Spaltet man die Vektorgleichung in die Koordinatengleichungen 
auf und eliminiert den Parameter, erhält man 2 Gleichungen für 
die Gerade: (x/y/z) = (2/3/1) + t*(3/1/4) wird aufgespaltet in: 
 
x = 2 + 3*t 
y = 3 + 1*t   t = y - 3 
z = 1 + 4*t  
 
Durch Einsetzen von t in die erste und dritte Gleichung erhält 
man zwei Gleichungen für die Gerade g: 
 
x + 3*y = 11 
4*y + z = 13 
 
(I)   1*x + 3*y + 0*z = 11   
(II)  0*x + 4*y + 1*z = 13  
 
Eine Gerade im Raum wird daher durch zwei lineare Gleichungen 
beschrieben. Weil eine lineare Gleichung im Raum eine Ebene 
beschreibt, so erweist sich jede Gerade als der Durchschnitt 
von zwei Ebenen, was anschaulich auch direkt erkennbar ist. 
 
 
Für zwei Gerade im Raum gibt es genau drei Lagemöglichkeiten: 
 
(1) Sie sind identisch. 
(2) Sie liegen auf einer Ebene (entweder schneidend oder parallel). 
(3) Sie sind windschief. 
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Die Schnittmenge zweier Ebenen e1 und e2 im Raum ist eine Gerade g. 
Die Punkte der Geraden sind daher die Lösungsmenge {(X/Y/Z)} eines 
Systems von zwei linearen Gleichungen in drei Variablen. 
 
ax * X  +  ay * Y  +  az * Z  =  d  (Ebene e1)  
bx * X  +  by * Y  +  bz * Z  =  e  (Ebene e2)  
 
Die Koeffizienten (ax/ay/az) und (bx/by/bz) sind die Koordinaten von 
zwei Normalvektoren a´ und b´ auf die beiden Ebenen und somit auch 
auf ihre Schnittgerade g. Sie erzeugen so eine Normalebene auf die 
Gerade. 
 
Die räumliche Lage der beiden Ebenen e1 und e2 wird mit Hilfe ihrer 
Normalvektoren a´ und b´ bestimmt. Wenn die Normalvektoren parallel 
sind, dann liegen auch die Ebenen parallel zueinander und haben 
keine gemeinsame Schnittgerade g. 
 
Bildet man das vektorielle Produkt der Normalvektoren n´= a´x b´, 
dann erhält man einen Vektor, der normal auf die Normalvektoren 
steht und somit ein Richtungsvektor der Schnittgeraden ist. 
 
Einen Punkt P(px/py/pz) auf der Geraden erhält man beispielsweise  
dadurch, dass man die Gerade mit der <y,z>-Ebene schneidet, d.h. 
X = 0, ay*Y + az*Z = d, by*Y + bz*Z = e. Die Lösung dieses Systems 
liefert den Punkt P(0/py/pz). Damit lautet die Vektorgleichung der  
Geraden, wo X ein beliebiger Geradenpunkt ist und s sein Parameter:  
 
OX´ = OP´ + s*n´  (Vektorgleichung von g)  
 
 
Beispiel: 
 
-4*x +  1*y +  0*z = -26 
 3*x + 12*y + 17*z =  62 
 
Normalvektoren a´ = (-4/1/0) und b´ = (3/12/17). 
n´ = a´x b´ = 17*(1/4/-3) 
 
Ermittlung eines Punktes P(px/py/pz) auf g mit px = x = 0:  
 1*y +  0*z = -26 
12*y + 17*z =  62 
Auflösen des Gleichungssystems ergibt: py = -26 und pz = 22. 
P(0/-26/22) 
 
Vektorgleichung der Geraden g: 
OX´ = (0/-26/22) + s*(1/4/-3) 
 
Für s = 6 erhält man den Punkt Q(6/-2/4) auf der Geraden g. 
Die Gerade geht durch die Punkte P(0/-26/22) und Q(6/-2/4). 
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(6) Lineare Gleichungssysteme 
 
(6.1) Lineare Systeme in der Ebene 
   
Ein lineares System in der Ebene besteht aus zwei Gleichungen in 
zwei Unbekannten X und Y. Wie bereits bekannt, ist die Lösungs- 
menge {(X/Y}} einer solchen Gleichung eine Gerade in der Ebene. 
Die zwei Gleichungen beschreiben daher zwei Gerade in der Ebene. 
   
ax * X  +  ay * Y  =  c  (Gerade g)  
bx * X  +  by * Y  =  d  (Gerade h)  
   
Wir wissen, dass die Vektoren a´ = (ax/ay) und b´ = (bx/by) die 
Normalvektoren auf die Richtungsvektoren der zwei Geraden sind. 
Nur wenn sie nicht kollinear sind (d.h. nicht parallel liegen), 
dann spannen sie ein Parallelogramm auf, dessen Fläche F nicht 
Null ist. F = |ax*by - ay*bx| > 0. Nur dann schneiden sich die zwei 
Geraden in einem Schnittpunkt S(x/y). Andernfalls sind sie parallel 
oder identisch. Den Ausdruck (ax*by - ay*bx) nennt man Determinante 
DET(a´,b´) der zwei Vektoren oder auch Systemdeterminante. Der 
Betrag der Determinante entspricht der Fläche des Parallelogramms. 
 
Somit gilt folgender Hauptsatz: 
Ein lineares Gleichungssystem in der Ebene ist nur dann eindeutig 
lösbar, wenn die Systemdeterminante DET(a´,b´) ungleich Null ist. 
   
2*X - 3*Y =  5 
5*X +   Y = 21 
   
Normalvektoren: a´ = (2/-3), b´ = (5/1). 
Determinante: DET(a´,b´) = 2*1 - 5*(-3) = 17 > 0.  
Das lineare System ist eindeutig lösbar. Schnittpunkt = S(4/1). 
   
  
(6.2) Lineare Systeme im Raum 
   
Drei Vektoren im Raum: a´=(ax/ay/az), b´=(bx/by/bz), c´=(cx/cy/cz). 
Für das Kreuzprodukt d´ = (a´× b´) = (dx/dy/dz) gilt:  
 
dx =  (ay*bz - az*by) 
dy = -(ax*bz - az*bx) 
dz =  (ax*by - ay*bx) 
 
Für das Spatprodukt z = (a´× b´)·c´ gilt:  
 
z = (ay*bz - az*by)*cx + (az*bx - ax*bz)*cy + (ax*by - ay*bx)*cz = 
  = ay*bz*cx + az*bx*cy + ax*by*cz - az*by*cx - ax*bz*cy - ay*bx*cz 
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Dieser Ausdruck heißt auch Determinante DET(a´,b´,c´) der drei 
Vektoren. Ordnet man diese zeilenweise untereinander an, dann 
nennt man diese Anordnungsform eine Matrix. Zusätzlich wollen wir 
rechts neben der (3 x 3)-Systemmatrix noch die zwei linken Spalten 
anfügen, so dass eine (3 x 5)-Hilfsmatrix entsteht. 
   
ax ay az | ax ay 
bx by bz | bx by 
cx cy cz | cx cy 
 
Eine Hauptdiagonale einer Matrix geht von links oben nach rechts 
unten, eine Nebendiagonale von links unten nach rechts oben. 
Die Determinante DET(a´,b´,c´) wird nun nach der Merkregel von 
"Sarrus" berechnet: Man addiert die Produkte der Zahlen in den 
drei Hauptdiagonalen und subtrahiert davon die Produkte der 
Zahlen in den drei Nebendiagonalen. 
 
DET(a´,b´,c´) =  
= ax*by*cz + ay*bz*cx + az*bx*cy - az*by*cx - ax*bz*cy - ay*bx*cz  
 
Die Determinante DET(a´,b´,c´) der drei Vektoren a´,b´,c´ ist 
gleich dem Spatprodukt (a´× b´)·c´ und dessen Betrag ist gleich 
dem Volumen V(a´,b´,c´) des von den drei Vektoren aufgespannten 
Parallelepipeds (Spat). Das ist ein "schiefer Quader", dessen 
Kanten von den drei Vektoren gebildet werden, so dass alle seine 
Flächen Parallelogramme sind. 
   
Ein lineares System im Raum besteht aus drei Gleichungen in drei 
Unbekannten X, Y, Z. Wie bereits bekannt, ist die Lösungsmenge 
{(X/Y/Z)} einer solchen Gleichung eine Ebene im Raum. Die drei 
Gleichungen beschreiben daher drei Ebenen im Raum. 
   
ax * X  +  ay * Y  + az * Z  =  d  (Ebene e1)  
bx * X  +  by * Y  + bz * Z  =  e  (Ebene e2)  
cx * X  +  cy * Y  + cz * Z  =  f  (Ebene e3)  
   
Die Vektoren a´ = (ax/ay/az), b´ = (bx/by/bz) und c´ = (cx/cy/cz) 
sind Normalvektoren auf die drei Ebenen. Nur wenn diese nicht 
komplanar sind (d.h. nicht in einer Ebene liegen), dann spannen 
sie ein Parallelepiped auf, dessen Volumen V = |DET(a´,b´,c´)| 
ungleich Null ist. Nur dann schneiden die drei Ebenen einander 
in einem Schnittpunkt S(x/y/z). 
   
Somit gilt folgender Hauptsatz: 
Ein lineares Gleichungssystem im Raum ist nur dann eindeutig lös- 
bar, wenn die Systemdeterminante DET(a´,b´,c´) ungleich Null ist. 
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Beispiel:  2*X + 3*Y +   Z =  0  [I]  
             X +   Y +   Z = -1  [II]  
           5*X -   Y + 2*Z =  1  [III]  
   
Normalvektoren der Ebenen: a´ = (2/3/1), b´ = (1/1/1), c´= (5/-1/2) 
DET(a´,b´,c´) = 2*1*2 + 3*1*5 + 1*1*(-1) - 5*1*1 - (-1)*1*2 - 2*1*3  
= 4 + 15 - 1 - 5 + 2 - 6  =  9 > 0.  
Also ist in diesem Beispiel das lineare System eindeutig lösbar. 
Aus [I] folgt: Z = -2*X - 3*Y. Substitution von Z in [II] und [III] 
ergibt ein System in nur mehr zwei Variablen: 
   
-X - 2*Y  = -1  [IV]  
 X - 7*Y  =  1  [V]  
   
Addiert man die Gleichungen [IV] und [V], dann erhält man -9*Y = 0. 
Also gilt Y = 0, X = 1 und Z = - 2, d.h. S(1/0/-2) ist der Schnitt- 
punkt der drei Ebenen. Setzt man diesen Punkt in die Gleichungen 
der Ebenen ein, dann ergeben sich drei wahre Aussagen. 
   
 
Eine universelle Lösungsmethode ist das Eliminationsverfahren 
von "Gauss". Dieses wird mit nachfolgendem Beispiel demonstriert. 
   
[G1]   2*X + 6*Y - 2*Z = 8  
[G2]   3*X - 9*Y + 3*Z = 6  
[G3]   4*X - 4*Y - 2*Z = 4  
    
Elimination von von X aus [G2] und aus [G3]:  
Erstens wird  [G2] durch [G2]-(3/2)*[G1] äquivalent ersetzt. 
Zweitens wird [G3] durch [G3]-(4/2)*[G1] äquivalent ersetzt. 
   
[G1]   2*X + 6*Y - 2*Z =   8  
[G2]       -18*Y + 6*Z =  -6  
[G3]       -16*Y + 2*Z = -12  
    
Elimination von von Y aus [G3]:  
Dazu wird [G3] durch [G3]-(-16/-18)*[G2] äquivalent ersetzt. 
   
[G1]   2*X + 6*Y - 2*Z =   8  
[G2]       -18*Y + 6*Z =  -6  
[G3]             -10*Z = -20  
   
Damit ist das System auf "Halbdiagonalform" gebracht. Aus [G3] 
folgt Z = 2. Aus [G2] folgt Y = 1, und aus [G3] folgt X = 3. 
Die Lösungen sind daher X = 3, Y = 1, Z = 2. Das entspricht dem 
Schnittpunkt S(3/1/2) der drei Ebenen. Setzt man die Lösungen in 
die Ebenengleichungen ein, so erhält man drei wahre Aussagen und 
damit die Bestätigung für die Richtigkeit der Lösungen. 
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(6.3) Die Cramersche Regel 
 
Die Entwicklung eines allgemeinen Lösungsverfahrens.  
 
ax * X  +  ay * Y  +  az * Z  =  d   (I) 
bx * X  +  by * Y  +  bz * Z  =  e   (II) 
cx * X  +  cy * Y  +  cz * Z  =  f   (III)  
 
Aus Gleichung (I) kann zuerst X explizit dargestellt werden: 
X = d/ax - ay/ax * Y - az/ax * Z   
 
Nun wird X in die Gleichungen (II) und (III) eingesetzt. 
Dadurch enthalten diese zwei Gleichungen nur mehr die beiden 
Variablen Y und Z. Stellt man aus Gleichung (II) die Variable 
Y explizit dar und setzt sie in Gleichung (III) ein, dann 
enthält die Gleichung (III) nur mehr die Variable Z. Diese 
kann dann ausgerechnet werden. Die etwas aufwendige Rechnung 
liefert schlussendlich folgendes Ergebnis (x/y/z): 
 
       d*by*cz + ay*bz*f + az*e*cy - az*by*f - d*bz*cy - ay*e*cz 
 x = -------------------------------------------------------- 
     ax*by*cz + ay*bz*cx + az*bx*cy - az*by*cx - ax*bz*cy - ay*bx*cz 
 
       ax*e*cz + d*bz*cx + az*bx*f - az*e*cx - ax*bz*f - d*bx*cz 
 y = -------------------------------------------------------- 
     ax*by*cz + ay*bz*cx + az*bx*cy - az*by*cx - ax*bz*cy - ay*bx*cz 
      
       ax*by*f + ay*e*cx + d*bx*cy - d*by*cx - ax*e*cy - ay*bx*f 
 z = -------------------------------------------------------- 
     ax*by*cz + ay*bz*cx + az*bx*cy - az*by*cx - ax*bz*cy - ay*bx*cz 
 

 
Diese Lösungsformeln können mit Hilfe von Matrizen einfacher 
dargestellt werden. Die Koeffizienten der Gleichungen werden 
als Zeilen einer Matrix geschrieben werden. Man unterscheidet 
dabei die Systemmatrix A und die erweiterte Matrix Ae. 
 
Systemmatrix A:  ax ay az    Erweiterte Matrix Ae:  ax ay az d 
                 bx by bz                           bx by bz e 
                 cx cy cz                           cx cy cz f 
  
d´ = (d/e/f) ist der rechte Spaltenvektor des Systems. 
x´ = (x/y/z) ist der Lösungsvektor des Systems. 
 
In Matrix-Schreibweise lautet das lineare Gleichungssystem: 
A * x´ = d´  
 
Für die Determinante der Systemmatrix gilt dabei: 
DET(A) = ax*by*cz + ay*bz*cx + az*bx*cy - az*by*cx - ax*bz*cy - ay*bx*cz 
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DET(A) ist die Determinante der Systemmatrix. DET(A1) ist die 
Determinante jener Matrix, die man erhält, wenn man die erste 
Spalte der Systemmatrix durch die rechte Spalte der erweiterten 
Matrix ersetzt. In analoger Weise dazu werden die zwei anderen 
Determinanten DET(A2) und DET(A3) gebildet. 
 
Jede dieser Determinanten wird mit Hilfe der Merkregel von "Sarrus" 
ermittelt. Dadurch erhält man für die oben ausgerechneten Lösungen 
X, Y und Z des linearen Gleichungssystems allgemeine Formeln in der 
Determinanten-Schreibweise. In den Formeln kommen nur die gegebenen  
Koeffizienten des Systems vor. 
  
 ax ay az | ax ay 
 bx by bz | bx by 
 cx cy cz | cx cy 
 
DET(A) = ax*by*cz + ay*bz*cx + az*bx*cy - az*by*cx - ax*bz*cy - ay*bx*cz 
 
 d ay az | d ay 
 e by bz | e by 
 f cy cz | f cy 
 
DET(A1) = d*by*cz + ay*bz*f + az*e*cy - az*by*f - d*bz*cy - ay*e*cz 
 
 ax d az | ax d 
 bx e bz | bx e 
 cx f cz | cx f 
 
DET(A2) = ax*e*cz + d*bz*cx + az*bx*f - az*e*cx - ax*bz*f - d*bx*cz 
 
 ax ay d | ax ay 
 bx by e | bx by 
 cx cy f | cx cy 
 
DET(A3) = ax*by*f + ay*e*cx + d*bx*cy - d*by*cx - ax*e*cy - ay*bx*f 
 
 
Mit dieser Schreibweise können die oben ausgerechneten allgemeinen 
Lösungsformeln folgendermaßen dargestellt werden: 
 
 x = DET(A1) / DET(A) 
 
 y = DET(A2) / DET(A) 
 
 z = DET(A3) / DET(A) 
 
Diese Lösungsformeln werden auch als "Cramersche Regel" bezeichnet. 



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 8                                                                                47 

 
Die "Cramersche Regel" kann statt durch Ausrechnung sehr elegant 
mit Hilfe der Matrizenrechnung bewiesen werden. Der Beweis wird 
nur für die erste Variable X geführt. Für die anderen Variablen 
erfolgt er in analoger Weise. 
 
Zuerst wird eine neue Matrix M so gebildet, dass man die erste 
Spalte der Einheitsmatrix E durch den Lösungsvektor x´= (x/y/z)  
ersetzt. Dabei gilt offensichtlich DET(M) = x. Dann multipliziert 
man die Systemmatrix A mit der Matrix M. 
 
( ax ay az )   ( x 0 0 )   (ax*x+ay*y+az*z  ay  az )   ( d ay az ) 
( bx by bz ) * ( y 1 0 ) = (bx*x+by*y+bz*z  by  bz ) = ( e by bz ) 
( cx cy cz )   ( z 0 1 )   (cx*x+cy*y+cz*z  cy  cz )   ( f cy cz ) 
 
Also gilt: A * M = A1. Für die entsprechenden Determinanten gilt: 
 
DET(A) * DET(M) = DET(A1) 
DET(M) = x  
DET(A) * x = DET(A1)  
x = DET(A1) / DET(A) 
 
 
Erstes Beispiel:   2*X + 3*Y +   Z =  0   
                     X +   Y +   Z = -1   
                   5*X -   Y + 2*Z =  1   
 
Hilfsmatrix:    2  3  1 |  2  3 
                1  1  1 |  1  1 
                5 -1  2 |  5 -1 
   
DET(A) = 4 + 15 + (-1) - 5 - (-2) - 6 = 9 > 0 
Also ist dieses lineare System eindeutig lösbar. 
 
DET(A1) = 0 + 3 + 1 – 1 – 0 – (-6) = 9,   x =   9/9 =  1 
DET(A2) = -4 + 0 + 1 – (-5) – 2 – 0 = 0,  y =   0/9 =  0 
DET(A3) = 2 - 15 + 0 – 0 – 2 – 3 = -18,   z = -18/9 = -2 
 
 
Zweites Beispiel:  4*X - 2*Y + 6*Z =  4   
                     X +   Y +   Z =  1   
                  -5*X + 4*Y - 8*Z = -5   
   
Hilfsmatrix:    4 -2  6 |  4 -2 
                1  1  1 |  1  1 
               -5  4 -8 | -5  4 
 
DET(A) = -32 + 10 + 24 + 30 - 16 - 16 = 0 
Also ist dieses lineare System NICHT eindeutig lösbar. 
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(7) Sechs Aufgaben der analytischen Geometrie 
 
(7.1) Der Abstand zweier Punkte 
      in der Ebene und im Raum   
 
 
Die Punkte A und B sind in der Ebene gegeben. 
A(ax/ay) und B(bx/by). 
Im Raum kommt noch die z-Koordinate dazu. 
 
Der Verbindungsvektor AB´ ist die 
Differenz der Ortsvektoren: 
AB´ = OB´ - OA´ = (x/y) 
x = (bx - ax), y = (by - ay) 
 
Die Länge des Verbindungsvektors 
ist der Abstand der beiden Punkte: 
 
d = |AB´| = sqrt(x² + y²) 
 

   
  



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 8                                                                                49 

 
(7.2) Schnitt von Ebene und Gerade 
 
Die Ebene e geht durch die Punkte A, B, C. 
    OX´ = OA´ + r*AB´ + s*AC´ 
Die Gerade g geht durch die Punkte D, E. 
    OX´ = OD´ + t*DE´ 
Schnittpunkt S von Ebene e mit Gerade g. 
    OS´ = OA´ + r*AB´ + s*AC´ 
    OS´ = OD´ + t*DE´ 
Gleichsetzen der beiden Vektorformeln. 
    OA´ + r*AB´ + s*AC´ = OD´ + t*DE´ 
    r*AB´ + s*AC´ - t*DE´ = AD´ 
 
Spaltet man diese Vektorgleichung in drei 
Koordinatengleichungen auf, dann erhält  
man ein lineares Gleichungssystem in den 
drei Variablen r, s und t. Mit der Lösung t 
gilt dann OS´ = OD´ + t* DE´. 
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(7.3) Abstand von Punkt und Ebene 
 
 
Die Ebene e geht durch die Punkte A, B, C. 
    OX´ = OA´ + r*AB´ + s*AC´ 
Der Punkt P liegt außerhalb der Ebene e. 
 
Normale Gerade (Lot) n von P auf die Ebene e. 
    OX´ =  OP´ + t*(AB´ x AC´) 
Schnittpunkt S von Gerade n mit Ebene e. 
    OA´ + r*AB´ + s*AC´ = OP´ + t*(AB´ x AC´) 
    r*AB´ + s*AC´ - t*(AB´ x AC´) = AP´ 
Auflösen der Vektorgleichung und OS´ ermitteln. 
    OS´ = OA´ + r*AB´ + s*AC´ 
Normalabstand d des Punktes P von e. 
    d = Pe = |PS´|  
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(7.4.1) Abstand von Punkt und Gerade 
        in der Ebene 
 
Eine Gerade g geht durch zwei Punkte A und B. 
Ein dritter Punkt C liegt nicht auf der Geraden g. 
 
Problemlösung in der Ebene: 
 
Man errichtet eine Gerade n (Lot) durch 
den Punkt C und normal auf die Gerade g. 
S ist dann der Schnittpunkt von n und g. 
CS = Abstand von Punkt C und Gerade g. 
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(7.4.2) Abstand von Punkt und Gerade 
        im Raum 
 
Eine Gerade g geht durch zwei Punkte A und B. 
Ein dritter Punkt C liegt nicht auf der Geraden g. 
 
Problemlösung im Raum: 
 
Man errichtet eine Ebene e durch den 
Punkt C und normal auf die Gerade g. 
S ist dann der Schnittpunkt von e und g. 
CS = Abstand von Punkt C und Gerade g. 
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(7.5) Zwei Gerade im Raum 
 
Die Gerade g geht durch die Punkte A und B. 
Die Gerade h geht durch die Punkte C und D. 
    g: OX´ = OA´ + r*AB´ 
    h: OX´ = OC´ + s*CD´ 
Ebene e durch g und parallel zu h. 
    OX´ = OA´ + r*AB´ + s*CD´ 
Normale Gerade n von C auf die Ebene e. 
    OX´ =  OC´ + t*(AB´ x CD´) 
Schnittpunkt S von Gerade n mit Ebene e. 
    OA´ + r*AB´ + s*CD´ = OC´ +  t*(AB´ x CD´) 
    r*AB´ + s*CD´ - t*(AB´ x CD´) = AC´ 
Auflösen der Vektorgleichung und OS´ ermitteln. 
    OS´ = OA´ + r*AB´ + s*CD´ 
Normalabstand d der beiden Geraden. 
    d = |CS´| 
Wenn die drei Vektoren AB´, AC´, CD´ nicht 
komplanar sind, sind die Geraden windschief. 
Überprüfung mit Spatprodukt (AB´x AC´)·CD´. 
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(7.6) Schnittwinkel von Ebenen 
 
Eine Ebene im Raum entspricht einer 
linearen Gleichung in drei Variablen. 
Die Koeffizienten der Gleichung sind 
die Koordinaten eines Normalvektors 
auf die Ebene. 
 
Die Normalvektoren von zwei Ebenen 
im Raum schließen einen Winkel ein, 
der auch der Schnittwinkel der beiden 
Ebenen ist, weil Normalwinkel immer 
gleich groß sind. 
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Gleichungen von Kreis und Tangente 
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Kegelschnitt und Gerade, (Theorie). 
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Kegelschnitt und Gerade, Beispiele 
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Tangenten in Punkten auf den Kegelschnittslinien 
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Tangenten von Punkten außerhalb der Kegelschnittslinien 
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Schnittpunkte zweier Kegelschnittslinien 
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Schmiegkreise und ihre Mittelpunktskurven (Evoluten) 
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 ABBILDUNGEN 
 
 Schiebung, Drehung, Spiegelung, Streckung 
 
 
 
 
 
 Definition der Abbildungen    [ 086 ] 
 
 Theorie der Abbildungen       [ 091 ] 
 
 Hauptachsen-Transformationen  [ 100 ] 
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  Definition von Abbildungen 
 
  Unter einer Abbildung versteht man die Erzeugung einer Bildfigur aus 
  einer gegebenen Figur (Urfigur) entsprechend einer festgelegten Vor- 
  schrift. Die Zuordnung von Bildfigur zur Urfigur muss eindeutig sein. 
 
  Zwei geometrische Figuren heißen ähnlich (formgleich), wenn sie in 
  ihrer Form übereinstimmen, d.h. die entsprechenden Winkel und die 
  entsprechenden Seitenverhältnisse sind gleich groß. 
 
  Abbildungen, bei welchen die Bildfigur die gleiche Form hat wie die 
  Urfigur, heißen Ähnlichkeitsabbildungen. Diese werden durch so ge- 
  nannte zentrische Streckungen realisiert. 
 
  Zwei geometrische Figuren heißen kongruent (deckungsgleich), wenn 
  sie in Form und Fläche übereinstimmen. Dann sind die entsprechenden 
  Winkel gleich groß und die entsprechenden Strecken sind gleich lang. 
 
  Abbildungen, bei welchen Bildfigur und Urfigur deckungsgleich sind, 
  heißen Kongruenzabbildungen. Diese werden durch Schiebungen und  
  Drehungen und Spiegelungen realisiert. 
 
 
  Zum Beginn wollen wir uns eingehender mit Schiebungen befassen.  
  Schiebungen werden ganz einfach durch Pfeile festgelegt. Jeder 
  Pfeil ist durch seine Richtung und durch seine Länge gegeben. 
 
  Die Menge aller gleich gerichteter und gleich langer Schiebepfeile 
  nennt man einen Vektor. Und ein solcher Schiebepfeil heißt dann  
  ein Vetreter des Vektors. Der Urpunkt bei einer Schiebung heißt auch 
  Fußpunkt und der Bildpunkt heißt Kopfpunkt des entsprechenden 
  Schiebepfeiles.  
   
  Einen Vektor kann man im Koordinatensystem der Ebene durch jenen 
  Vetreter festlegen, dessen Fußpunkt  im Koordinaten-Ursprung liegt. 
  Durch die zwei Koordinaten (x,y) des Kopfpunktes wird die Richtung 
  und die Länge des Vektors bestimmt. 
  
  Die Schiebungen und Drehungen bilden die Gruppe der Bewegungen. 
  Schiebungen, Drehungen, Spiegelungen sind Kongruenzabbildungen. 
  Streckungen sind Ähnlichkeitsabbildungen. 
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Die Schiebung:  Ein gegebener Urpunkt A wird um 
den Schiebepfeil V auf den Bildpunkt D verschoben. 
In der Zeichnung wird ein Dreieck ABC verschoben. 
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Die Drehung:  Ein gegebener Urpunkt A wird um den 
Mittelpunkt M um Winkel w auf den Bildpunkt D gedreht. 
In der Zeichnung wird ein Dreieck ABC gedreht. 
 
 

 
 
 
 
 
 



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 8                                                                                89 

 
 
Die Spiegelung: Ein gegebener Punkt A wird um die Spiegelachse g 
geklappt, d.h. sein Bildpunkt D liegt auf der anderen Seite der Achse 
und ist von dieser genau so weit entfernt wie der Urpunkt A (Dg = Ag). 
In der Zeichnung wird ein Dreieck ABC gespiegelt. 
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Die Streckung: Gegeben ist ein Streckzentrum Z und ein Streckfaktor k. 
Ein Punkt A und sein Bildpunkt D liegen auf einem Strahl durch das 
Zentrum. Die Entfernung des Bildpunktes D vom Zentrum Z beträgt das 
k-fache der Entfernung des Urpunktes A vom Zentrum (DZ = k * AZ). In 
der Zeichnung wird ein Dreieck ABC auf das Zweifache gestreckt. 
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Theorie der Abbildungen 
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Transformationsgleichung von Drehungen 
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Beispiel einer Drehung 
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Transformationsgleichung von  
Schiebungen und Bewegungen 
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Beispiel einer Schiebung 
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Transformationsgleichung von Spiegelungen 
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Beispiel einer Spiegelung 
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Transformationsgleichung von Streckungen 
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Beispiel einer Streckung 
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Hauptachsentransformation 
von Kegelschnitten 
 
---------------------------------------------------------------------------------------------------- 
(1)  Bewegungen von Punkten in der Ebene. 
       Bewegungen sind Verkettungen von Drehungen  
       und  Schiebungen. 
---------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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------------------------------------------------------------------------------------------ 
(2)  Bewegungen von Kegelschnitten aus der Hauptlage 
       in eine allgemeine Lage in der Ebene und ihre Rückkehr  
       von der allgemeinen Lage in die Hauptlage. 
------------------------------------------------------------------------------------------ 
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----------------------------------------------------------------------- 
(3)  Beispiele von Hauptachsen-Transformationen 
----------------------------------------------------------------------- 
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