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|. Der Umfang von Rechtecken

Elemente der Geometrie

In der Zeichenebene liegen Punkte, die wir mit GroRBbuchstaben
beschriften. (A,B,C,D, ... ,P, ...)

Verbindet man zwei Punkte mit dem Lineal, dann erhalt man eine
Strecke, die wir mit Kleinbuchstaben beschriften. (a,b,c.d, ... ,p, ...)

Verlangert man eine Strecke Uber ihre zwei Endpunkte beliebig
lange hinaus, dann erhélt man eine Gerade.

Strecke

P Punkt D

Gerade

Zwei Gerade konnen sich schneiden. Dann haben sie einen gemein-
samen Punkt (Schnittpunkt S).
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Wenn sich zwei Gerade schneiden, dann bilden sie miteinander einen
Winkel (Schnittwinkel).

Schneiden sich zwei Gerade nicht, dann haben sie keinen Schnittpunkt,
dann liegen sie parallel.

Schneidende Ge

Parallele Gerade:
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Wenn sich zwei Gerade schneiden, dann bilden sie miteinander nicht
nur einen Winkel, sondern vier Winkel.

Gegentber liegende Winkel heilen Gegenwinkel. Diese sind immer
gleich grof3.

Nebeneinander liegende Winkel heilen Nebenwinkel. Diese sind
zusammen ein gestreckter Winkel.

Sind die Nebenwinkel gleich grol3, dann heif3en sie rechte Winkel.
Die beiden Gerade stehen dann aufeinander rechtwinkelig.

Rechte Winkel werden sehr leicht mit dem Geo-Dreieck gezeichnet.

Zwei schiefwinkelige Gerade:

Spitze Winkel sind kleiner als rechte Winkel:
Stumpfe Winkel sind groRRer als rechte Winkel.

Zwei rechtwinkelige Gerade:

gchter Winkel
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Verschiedene WINKEL

Das ist ein spitzer Winkel.

Das ist ein rechter Winkel.
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Das ist ein stumpfer Winkel.

Das ist ein gestreckter Winkel.
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Verbindet man drei Punkte A, B, C mit dem Lineal, erhalt man ein
Dreieck.

Verbindet man vier Punkte A, B, C, D mit dem Lineal, erhalt man ein
Viereck.

Die Verbindungsstrecken der Eckpunkte nennt man Seiten.
Zwei angrenzende Seiten bilden immer einen Winkel.

Dreieck:

Viereck:
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Funf Ubungsaufgaben

1. Aufgabe:

Zeichne auf einem Blatt Papier drei spitze Winkel.

2. Aufgabe:

Zeichen auf einem Blatt Papier drei stumpfe Winkel.

3. Aufgabe:

Zeichne auf einem Blatt Papier drei rechte Winkel.

4. Aufgabe:

Zeichne auf einem Blatt Papier ein Dreieck und
beschrifte die drei Eckpunkte.

5. Aufgabe:

Zeichne auf einem Blatt Papier ein Viereck und
beschrifte die vier Eckpunkte.
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Das Rechteck und sein Umfang

Wenn in einem Viereck alle vier Winkel rechte Winkel sind, so ist das
Viereck ein Rechteck.

In jedem Rechteck gilt: Gegentberliegende Seiten sind immer parallel
und gleich lang.

Eine Seite wird als Lange bezeichnet
und wird mit | oder mit a beschriftet.

Die andere Seite heildt Breite
und wird mit b beschriftet.

Wenn man alle Seiten des Rechtecks addiert, dann erhalt man den
Umfang.

L)
o
(%]
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Zeichne das Rechteck auf einem Blatt Papier. Verwende dazu das
Geo-Dreieck.

Ein Rechteck wird gezeichnet !
(mit einem Geo-Dreieck)

D a &
b b
A a B

Seiten: a=8cm,b=6Cm
Umfang: U=8+8+6+6=28¢m

Formel fir den Umfang: U = a+a+b+b = 2*a+2*
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Der Zufall erzeugt ein Rechteck mit den Seitena= 10cmund b= 6 cm.
Hinweis: Ein Rechteck mit vier gleich langen Seiten heil3t Quadrat.
Zeichne das Rechteck auf einem Blatt Papier. Berechne den Umfang.

Rechteck

a=10cm,b=6Ccm

= a C
b b
A a B

Umfang U = 2*a+2*b = ?cm
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Zusammengesetzte Flachen, Teil 1

Folgende sechs Figuren sind nur aus Quadraten zusammengesetzt.
Der Umfang dieser Figuren entspricht den Langen ihrer Rander.
Zeichne die Figuren auf einem Blatt Papier mit dem Geo-Dreieck.
Ermittle die Umfange U.

Figur1,Ul1="7 Figur2,U2="7 Figur 3, U3 =7
A B A B A B
1cm 1cm 1cm
Figur4,U4 =7 Figur 5, U5="7 Figur 6, U6 =7
A B A B A B

1cm 1cm 1cm
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Zusammengesetzte Flachen, Teil 2

Der Zufall erzeugt eine Figur, die aus Rechtecken zusammengesetzt ist.

Zerlege die Figur in 2 Rechtecke und ermittle dann die fehlende Seite x.
Berechne auch den Umfang der Figur.

Zeichne diese Figur auf einem Blatt Papier mit dem Geo-Dreieck.
Anstelle von m zeichne mit mm.

Ein Grundstlck

68
30

43

26

Malieinheit der Lange =1 m

Umfang des Grundstiicks = ?

Seitex = ?m
UmfangU = ?m
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Zusammengesetzte Flachen, Teil 3

Der Zufall erzeugt eine Figur, die aus Rechtecken zusammengesetzt ist.

Zerlege die Figur in 2 Rechtecke und ermittle die fehlenden Seiten X, y.

Berechne auch den Umfang der Figur.

Zeichne diese Figur auf einem Blatt Papier mit dem Geo-Dreieck.

Anstelle von m zeichne mit mm.

Ein Grundstick

43

35

78

Malieinheit der Lange =1 m

Umfang des Grundstlicks = ?

Seite X ?m
Seitey = ?m

UmfangU = ?m

121
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Die Messung von Streckenlangen

Die La&ngenmessung

Als Maleinheit dient die Einheitsstrecke AE, welcher die Lange e
mit e = 1 cm zugeordnet wird.
e
A E
Gegeben ist eine bestimmte Strecke PQ mit unbekannter Lange s.

‘.‘P ‘.'Q
Wir zahlen ab, wie oft die Einheit e in der Strecke PQ enthalten ist.

= Y Y Y

P A B C D Q

Die Einheitsstrecke wird 4 Mal auf der Strecke PQ abgetragen.
Es bleibt ein Rest r tbrig, der kleiner als die Einheitsstrecke ist.

Esgiltdaher: s=4"¢+r mit r<e, dh. s=4cm+r.

Um den Rest zu messen, wird die MalReinheit € in 10 gleich lange
Teile zerlegt. Ein solcher Teil wird als neue Einheit mit Lénge

z = 1 mm festgesetzt. Mit dieser Einheit wird der Rest r gemessen.
Bleibt dabei wieder ein Rest tbrig, dann wird die Maleinheit noch
einmal verfeinert. Dieser Messvorgang wird so lange wiederholt
bis der letzte Rest unter einer vorbestimmten Genauigkeit liegt.
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Maleinheiten der Lange

Die Mal3einheiten fur die LAngenmessung sind km, m, dm, cm, mm.

1km = 1000 m
Im = 10dm
1dm = 10cm
l1cm = 10 mm

Zwei Beispiele fur MaBumwandlungen:

Dazu kann man eine Einheiten-Tabelle verwenden. Dort tragt man an
den richtigen Positionen die Zahlen ein und liest dann die Einheiten ab.

Umwandlung von 327 mm in die verschiedenen Mal3einheiten.

k dcm
m mmmm
327

327 mMm=3dm2cm 7 mm.

Umwandlung von 40 m9 cm in mm.

k dcm
m mmmm
40090

40 m 9 cm = 40090 mm.
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ll. Die Flache von Rechtecken

Die Flachenmessung

Wie jede Messung erfolgt auch die Flachenmessung in zwei Schritten:

(1) Festlegung der Mal3einheit. Das ist die Flache eines Quadrates
mit der Seitenlange von genau einer Langeneinheit (z.B. in cm).

(2) Uberprufen, wie oft das Einheitsquadrat in der gegebenen Flache
enthalten ist. Das liefert den Zahlenwert der Flache (z.B. in cm?).

Flache A (area) eines Rechtecks mit den Seitenlédngen a und b.
(In unserem Beispiel ist a=6 cm und b =4 cm).

Zuerst muss eine gemeinsame Maleinheit (... dm, cm, mm ...) fir
die beiden Seitenlangen bestimmt werden. Bei uns ist das 1 cm.
Das Einheitsquadrat mit der Seite 1 cm ist die MalReinheit fir die
Flache. Dafiir schreibt man dann 1 cm? (ein Quadrat-Zentimeter).

Einheitsquadrat

a

Langeneinheit 1cm

Frage: Wie oft ist das Einheitsquadrat im Rechteck enthalten ?

Das Einheitsquadrat mit der Seite 1 cm wird im linken unteren Eck
des Rechtecks gezeichnet. In der untersten Reihe liegen genau

6 Einheitsquadrate. Das ganze Rechteck besteht aus 4 Reihen.
Daher sind in dem Rechteck 6 * 4 Einheitsquadrate enthalten.

In unserem Beispiel hat das Rechteck somit eine Flache von 24 cm?.

Flr die Flache des Rechtecks gilt allgemein die Formel: A=a™*b
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Das Rechteck und seine Flache

Der Zufall erzeugt ein Rechteck mit den Seitena=5cmund b =12 cm.
Hinweis: Ein Rechteck mit gleich langen Seiten heil3t Quadrat.
Zeichne das Rechteck auf einem Blatt Papier. Berechne die Flache A.

Rechteck

= a C
b b
A a B

a=5cm,b=12cm

Flache A= a*b = ?cm?
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Zusammengesetzte Flachen, Teil 1

Der Zufall erzeugt eine Figur, die nur aus Einheitsquadraten (1 cm?)
zusammengesetzt ist.

Zerlege die Figur in entsprechende Teile und addiere diese Teilflachen
zur Gesamtflache A.

Zeichne die Figur auf einem Blatt Papier. Verwende das Geo-Dreieck.

Figur 1, A1 =? cm? Figur 2, A2 = ? cm? Figur 3, A3=?cm?2
A B A B A B
1cm 1cm 1cm
Figur 4, A4 = ? cm? Figur 5, A5 = ? cm? Figur 6, A6 = ? cm?
A B A B A B

1cm 1cm 1cm
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Zusammengesetzte Flachen, Teil 2

Der Zufall erzeugt eine Figur, die aus Rechtecken zusammengesetzt ist.
Zerlege die Figur in 2 Rechtecke und ermittle dann die fehlende Seite x.
Berechne auch die Flache der Figur.

Zeichne diese Figur auf einem BlattPapier mit dem Geo-Dreieck.
Anstelle von m zeichne mit mm.

Ein Grundstiick

47
PO

ue

24

MalReinheit der Lange =1 m
Maleinheit der Flache = 1 m?

Flache des Grundstiicks = ?

Seitex = ?m
Flache A = ? m2
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Zusammengesetzte Flachen, Teil 3

Der Zufall erzeugt eine Figur, die aus Rechtecken zusammengesetzt ist.
Zerlege die Figur in 2 Rechtecke und ermittle die fehlenden Seiten x, .
Berechne auch die Flache der Figur.

Zeichne diese Figur auf einem Blatt Papier mit dem Geo-Dreieck.
Anstelle von m zeichne mit mm.

Ein Grundstiick

b9
a7 o0

115

MaReinheit der Ld&nge =1 m
MaReinheit der Flache = 1 m?

Flache des Grundstiicks = ?
Seitex = ?m

Seitey = ?m
Flache A = ? m?2
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MaflReinheiten der Flache

So wie bei der Langenmessung gibt es auch bei der Flachenmessung
verschieden grol3e Maldeinheiten.

In der Grafik kannst du sehen, dass in 1 cm? (Quadrat-Zentimeter)
genau 100 mm? (Quadrat-Millimeter) liegen.

O 1 ecm? sind genau 10021@

R INSiiEifiiEESiIiEmE jaTEeTEd | [ W
FHEE T { 4

1qmz=1ﬂﬂ{;mz ST

1cm? =100 mm?2
1 dm2 =100 cm?
1 m2 =100 dm?2
1la (Ar) =100 m2
1 ha (Hektar) =100 a

1 km?2 =100 ha
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Umwandlung von Mal3einheiten
Mal3einheiten fir die Flachenmessung: kmz2, ha, a, m2, dm?, cm2, mm2.
1 cm2 =100 mm2 (Hundert)
1 dm2 =100 cm2=10 000 mm2 (Zehntausend = 100 * 100)
1m2 =100dm2=10000cm?=1000 000 mm?
(2 Million =210 000 * 100)
1la (Ar) =100 m2
1 ha (Hektar) =100 a = 10 000 m?
1 km2 =100 ha =10000 a =1 000 000 m2
Ein Beispiel:
Umwandlung von 30275 cm? in die verschiedenen Mal3einheiten.

Dazu kann man eine Einheiten-Tabelle verwenden. Dort tragt man an
den richtigen Positionen die Zahlen ein und liest dann die Einheiten ab.

30275cm2 = 3m2 2dm?2 75 cm-.

Umwandlungsaufgaben |
Der Zufall erzeugt den Zahlenwert einer Flache in cmz2.

Wandle diese Flache in die verschiedenen Mal3einheiten um.
Beginne dabei ganz rechts und gehe schrittweise nach links.

A = 216049 cm?2

N
=
o
o
N
© |
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Umwandlungsaufgaben i

Der Zufall erzeugt den Zahlenwert einer Flache in cmz2.
Wandle diese Flache in die verschiedenen MafReinheiten um.
Hinweis: Orientiere dich dabei an der Einheiten-Tabelle.

A = 78993 cm?

A = 7m2+ 89 dm2+ 93 cm?2

Umwandlungsaufgaben Il

Der Zufall erzeugt den Zahlenwert von zwei Flachen.
Berechne die Summe dieser Flachen in drei Schritten.
Fuhre die Rechnung auf einem Blatt Papier aus.

1. Schritt: Wandle alle Flachen in die kleinste
vorkommende Mal3einheit um.

2. Schritt: Fuhre die Addition aus.

3. Schritt: Wandle das Ergebnis wieder in die
verschiedenen Mal3einheiten um.

1. Flache = 82 m2+ 99 dm2+ 66 cm2 = 829966 cm?
2. Flache = 12m2+95dm2+ 37 cm2 = 129537 cm?2

829966
+129537

959503

Summe = 95m2+ 95dm2+ 03 cm?
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Der Umfang des Rechtecks

Umfang und Flache des Rechtecks

D a C
b b
A a B

Ein Rechteck hat vier Eckpunkte und auch vier Seiten.

In einem Rechteck stehen benachbarte Seiten aufeinander
lotrecht und gegeniiber liegende Seiten sind gleich lang.

Ein Rechteck ist immer durch zwei Seiten gegeben, die
man a und b nennt. Flir den Umfang U gilt: U =2%a + 2*b.
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Die Flache des Rechtecks

Flache A (area) eines Rechtecks mit den Seitenlédngen a und b.
(In unserem Beispiel ist a=6cm und b=4cm).

Zuerst muss eine gemeinsame Maleinheit (... dm, cm, mm ...) flr
die beiden Seitenlangen bestimmt werden. Bei uns ist das 1 cm.
Das Einheitsquadrat mit der Seite 1 cm ist die Maleinheit fiir die
Flache. Daflr schreibt man dann 1 cm? (ein Quadrat-Zentimeter).

Einheitsquadrat

\P
\ g

Langeneinheit 1cm

Frage: Wie oft ist das Einheitsquadrat im Rechteck enthalten ?

Das Einheitsquadrat mit der Seite 1 cm wird im linken unteren Eck
des Rechtecks gezeichnet. In der untersten Reihe liegen genau

6 Einheitsquadrate. Das ganze Rechteck besteht aus 4 Reihen.
Daher sind in dem Rechteck 6 * 4 Einheitsquadrate enthalten.

In unserem Beispiel hat das Rechteck somit eine Flache von 24 cm?.

Flr die Flache des Rechtecks gilt allgemein die Formel: A=a*b

Hinweis: Die Flache wird mit A oder auch mit F bezeichnet.
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Konstruktion eines Rechtecks

D a -
b b
A a B

Seiten: a = 8cm, b = 6cm
Umfang: U=2%a+2*bh = 28cm
Flache: A =a*b = 48cm?

(1) Seite AB = a zeichnen

(2) Ein Lot im Punkt A auf Seite a auftragen und Seite AD zeichnen
(3) Ein Lot im Punkt B auf Seite a auftragen und Seite BC zeichnen
(4) Die beiden Punkte C und D verbinden
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Der Zufall erzeugt Rechtecke

Gegeben: a=9,b=5
Gesucht : Umfang U, Flache A

2*a+ 2*b =28 cm
a*b=45cm?2

Umfang U
Flache A




34 Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 2

Der Zufall erzeugt Rechtecke

Gegeben: a=3,b=7
Gesucht : Umfang U, Flache A

C a C
b b
A a B

2*a+ 2*b =20 cm
a*b=21cm?2

Umfang U
Flache A
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Der Zufall erzeugt Rechtecke

Gegeben: a=9,b=9
Gesucht : Umfang U, Flache A

2*a+ 2*b =36 cm
a*b=81cm?2

Umfang U
Flache A
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Der Umfang des Dreiecks

Umfang und Flache des Dreiecks
Ein Dreieck besitzt drei verschiedene Eckpunkte A, B und C.

Die Verbindungsstrecken der Ecken heil3en Seiten a, b und c.
Eine Seite liegt immer dem gleichnamigen Eckpunkt gegeniiber.

Hohe h

Aus der Zeichnung ist ersichtlich, dass die Summe von zwei
Dreiecksseiten immer gréfRer als die dritte Seite sein muss.
Zahlt man die drei Seiten zusammen, erhalt man den Umfang U.
Eine Hohenlinie im Dreieck ist eine Gerade, die durch einen
Eckpunkt geht und senkrecht auf die gegenlberliegende Seite
steht. (Beispielsweise im LotfuRpunkt F mit h = CF).
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Die Flache des Dreiecks

Wir wollen nun die Flache eines Dreiecks berechnen.
Dazu miissen wir zunachst die Flache eines Parallelogramms
ermitteln. Dann erst kédnnen wir die Dreiecksflache bestimmen.

D C
h b h
I~
/"
A X = a B X E

Durch die Hohe h auf die Seite a wird das rechtwinkelige
Dreieck AFD gebildet.

Dieses wird nach rechts auf das Dreieck BEC verschoben.
Dadurch entsteht ein Rechteck FECD, das flachengleich zum
Parallelogramm ist. Fiir dessen Flache gilt daher A =a * h.
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Die Flache des Dreiecks

Das Dreieck ABC ist die Halfte des Parallelogramms ABDC,
dessen Diagonale die Dreiecksseite a ist. Daher gilt fiir die
Flache des Dreiecks die Formel: A = (¢ *h) /2.
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Konstruktion eines Dreiecks.
Gegeben sind die drei Seiten

Seiten: a=5b= ?,\c =8
Umfang: U=a+b+c=20
Winkel: 38.21°, 60°, 81.79°

Die Konstruktion ist nur dann mdglich,
wenn: ¢ <a+ b (Dreiecksungleichung)

(1) Seite AB = c zeichnen.

(2) Kreis mit Mittelpunkt A und Radius b zeichnen.

(3) Kreis mit Mittelpunkt B und Radius a zeichnen.

(4) Die beiden Kreise schneiden. Ihr Schnittpunkt ist der Eckpunkt C.
(5) Das Dreieck ABC zeichnen.
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Konstruktion eines Dreiecks.
Gegeben sind Seite ¢ und
Héhe he und Winkel w(BAC)

Héhenparallele p

Seitec =8

Héhe he =5

Winkel w = w(BAC) = 60°
Seiten:a=7.15 b =577

(1) Seite AB = c zeichnen.

(2) Hohenparallele p im Abstand von h. zur Seite ¢ zeichnen.

(3) Winkel w = w(BAC) im Eckpunkt A zeichnen.

(4) Den Winkelschenkel b mit der Héhenparallele p schneiden.
Das liefert den dritten Eckpunkt C des Dreiecks.

(5) Das Dreieck ABC zeichnen.
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Der Zufall erzeugt Dreiecke

Gegeben: ¢ =10, h =5, Winkel o= 36°
Gesucht : Flache A

Flache A = c*h/2 =25cm?2
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Der Zufall erzeugt Dreiecke

Gegeben: ¢ =10, h =8, Winkel «=32°
Gesucht : Flache A

Flache A = c*h/2 =40 cm?
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Der Zufall erzeugt Dreiecke

Gegeben: ¢ =8, h=6, Winkel a=117°
Gesucht : Flache A

Flache A = c*h/2 =24 cm?
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Die Winkelsumme im Dreieck

Im Folgenden wird bewiesen, dass in jedem Dreieck ABC
die Summe der drei Winkel immer genau 180° ergibt.

o+ pB+y=180°
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A c B
(1) Eine parallele Gerade zur Seite ¢ im Eckpunkt C zeichnen.

(2) Den Winkel bei A entlang der Seite AC verschieben.
(3) Den Winkel bei B entlang der Seite BC verschieben.

ol + Pl +v1 =180°.
a=al,p=p1,y="7l.
a+p+y=180°.

(4) Die drei Winkel zusammen ergeben daher genau 180°.
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GRUNDLAGEN des MESSENS

Der
Die
Die
Die
Die

Das

Vorgang des Messens
Langenmessung
Flachenmessung
Volumenmessung
Winkelmessung
Koordinatensystem

[ 48 ]
[ 49 ]
[ 50 ]
[ 52 ]
[ 53]
[ 56 ]
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Der Messvorgang

Die Objekte unserer Welt haben Merkmale. Beispielsweise
haben die Strecken eine "Lange", die Winkel eine "Gro3e",
ebene Bereiche eine "Flache" und raumliche Korper haben
ein "Volumen". Diesen Merkmalen wird beim Messen nach
folgendem Verfahren eine Zahl zugeordnet:

Schritt [1] Beschreibung des zu messenden Merkmals.
Schritt [2] Festlegen einer Mal3einheit.

Schritt [3] Erkennen, wie oft diese Mal3einheit in dem
gegebenem Merkmal enthalten ist. Das liefert
eine bestimmte Mal3zahl. Meistens wird dazu
ein Messgerat verwendet.

Schritt [4] Bleibt kein Rest, so ist die Messung beendet.
Bleibt ein Rest, dann wird die Mal3einheit
verfeinert (z.B. auf ein Zehntel verkleinert).

Liegt diese neue Mal3einheit unter einer be-
stimmten Genauigkeit, wird die Messung beendet.

Schritt [5] Messung weiterfihren. Zurtick zu Schritt [3].

Invarianz und Additivitat

Grundsatzlich erhalten kongruente Objekte beim Abmessen
immer die gleiche Mal3zahl (Invarianz). Lasst sich ein Objekt
in Teile zerlegen, dann ist seine Maf3zahl die Summe der
Mafl3zahlen seiner Teile (Additivitat).

Das Gesetz von Archimedes

Am Anfang von Messungen wird der Maf3einheit immer die
natirliche Zahl Eins zugeordnet. Am Ende der Messungen
sind die Ergebnisse aber meistens reelle Zahlen x, welche
zwischen zwei benachbarten nattrlichen Zahlen liegen.
Damit diese Eingrenzung maoglich ist, muss es zu jeder
reellen Zahl x stets eine grof3ere nattrliche Zahl n geben.
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MESSEN von LANGEN

Die Langenmessung

Als Maleinheit dient die Einheitsstrecke AE, welcher die Lénge e
mit e = 1 cm zugeordnet wird.
e
A E
Gegeben ist eine bestimmte Strecke PQ mit unbekannter Lange s.

‘.'P ‘.'Q
Wir zahlen ab, wie oft die Einheit e in der Strecke PQ enthalten ist.

Y Y e Y

P A B C D Q

Die Einheitsstrecke wird 4 Mal auf der Strecke PQ abgetragen.
Es bleibt ein Rest r Gibrig, der kleiner als die Einheitsstrecke ist.

Es gilt daher: s=4"¢+r mit r<e, dh. s=4cm+r.

Um den Rest zu messen, wird die Malkeinheit € in 10 gleich lange
Teile zerlegt. Ein solcher Teil wird als neue Einheit mit Lange

z = 1 mm festgesetzt. Mit dieser Einheit wird der Rest r gemessen.
Bleibt dabei wieder ein Rest librig, dann wird die Maleinheit noch
einmal verfeinert. Dieser Messvorgang wird so lange wiederholt
bis der letzte Rest unter einer vorbestimmten Genauigkeit liegt.
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MESSEN von FLACHEN

Die Flachenmessung :
Als Maleinheit dient das Einheitsquadrat ABCD mit der Seitenlange e

s=1cm. Dle Flache e ist mit 1 cm?® {Quadratzentlmeter] festgelegt.

Gegeben ist ein geschlossener Bereich. In unserem Beispiel ist es ,

eine Elllpse mlt einer schwarzen Randkurve Das Elnhensquadrat ist -----------
in dem Beremh 4 Mal enthalten woba eine Restﬂache Ubrig bleibt.

Um dlese ZU messen, wwd dIE! Flachenemhen e in 100 Tene zerlegt

Die neue Elnheut ist eln Quadrat mit Seite 1 mm und Flache 1 mm """""""""

Es er'd nun abgezahlt wie oft die neue klemere Flachenemhen in ___________
der Restﬂache ohne Zwmchenraum und Uberlappung enthalten |5t :

Das erglbt eine verfeinerte MaRzahl fur die Flache des Bereichs. ,

Bleibt abermals eine Restﬂache tbrig, dann W|rd das Verfahren -----------
solange wiederholt bIS die Restflache unter einer vorbestimmten ’
Genauigkeit Ilegt Die auf solche Welse gewonnene IVIa[lzahI fur

die Flache des Beren::hs ist ein Naherungwert Sie ist nur dann ein
ganz genauer Wert, wenn die Restflache Null wird.
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Flache A (area) eines Rechtecks mit den Seitenldangen a und b.
(In unserem Beispiel ist a=6cm und b =4 cm).

Zuerst muss eine gemeinsame Maleinheit (... dm, cm, mm ...) flr
die beiden Seitenlangen bestimmt werden. Bei uns ist das 1 cm.
Das Einheitsquadrat mit der Seite 1 cm ist die Malkeinheit fiir die
Flache. Dafiir schreibt man dann 1 cm? (ein Quadrat-Zentimeter).

Einheitsquadrat

“\P

a

Langeneinheit 1cm

Frage: Wie oft ist das Einheitsquadrat im Rechteck enthalten ?

Das Einheitsquadrat mit der Seite 1 cm wird im linken unteren Eck
des Rechtecks gezeichnet. In der untersten Reihe liegen genau

6 Einheitsquadrate. Das ganze Rechteck besteht aus 4 Reihen.
Daher sind in dem Rechteck 6 * 4 Einheitsquadrate enthalten.

In unserem Beispiel hat das Rechteck somit eine Flache von 24 cm?.

Fiur die Flache des Rechtecks gilt allgemein die Formel: A=a™*b

Hinweis: Oft wird die Flache statt mit A auch mit F bezeichnet.
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MESSEN von VOLUMEN

Volumen des Quaders

Gegeben ist ein Quader mit den Kantenlangen a, b und ¢. Um sein
Volumen (d.h. den Inhalt des eingeschlossenen Raumes) zu messen,
wird ein Einheitswiirfel mit der Kantenlange 1 cm und dem Volumen
e = 1 cm?® (Kubikzentimeter) bei der linken unteren Ecke festgelegt.

e=1cm?®

a

Ist der Einheitswirfel nicht ohne Restraum im Quader enthalten,
wird er in 1000 kleinere Einheitswiirfel mit Kantenlange 1 mm und
dem Volumen 1 mm?® zerlegt. Diese Verfeinerung wird bis zu einer
vorbestimmten Genauigkeit fortgesetzt. Dann kann das Volumen
berechnet werden: In die untere vordere Reihe passen a Einheits-
wiirfel. Der Boden des Quaders ist eine Schicht aus b Reihen.
Also wird der Boden von a * b Einheitswirfeln bedeckt. Der ganze
Quader enthalt ¢ Schichten und somit a * b * ¢ Einheitswiirfel.
Flr das Volumen V des Quaders gilt die Formel V = a*b*c.

Hinweis: Wenn der Korper kein Quader ist, dann erfolgt die Messung
seines Volumens in der gleichen Weise wie beim Quader, nur erhalt
man dann entweder eine andere Formel oder auch keine Formel fir
das Kdorpervolumen.
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MESSEN von WINKELN

Definition eines Winkels

Neben Punkten und Geraden zahlen die Winkel zu den
Grundelementen der Geometrie.

Ein Winkel w wird in der Ebene festgelegt durch einen
Scheitelpunkt S und zwei Halbgerade p und g, welche
durch den Scheitel gehen. Die zwei Halbgeraden heil?en
auch Winkelschenkel.
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Messen eines Winkels

Wir zeichnen einen Winkel w in der Ebene. Der Scheitel
des Winkels sei S, und die beiden Schenkel des Winkels
schneiden einen Kreis mit dem Mittelpunkt S.

Der volle Kreis entspricht einem Winkel von 360 Grad (°).
Ein Grad (1°) entspricht dann dem 360-ten Teil davon.
Der Winkel w wird in dieser Maleinheit gemessen, d.h.
es wird abgezahlt, wie oft 1° im Winkel w enthalten ist.
Bleibt dabei ein Restwinkel (ibrig, dann wird als feinere
Mafeinheit ein entsprechender Teil von 1° genommen
und damit die Messung weitergefiihrt.
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|3
Das Winkelmald und die Ze}t

Ein Uhrzeiger wandert in einem Kreis von 0° bis 360°.

Die mathematisch positive Drehrichtung verlauft gegen
den herkbmmlichen Uhrzeigersinn. Nach jeder Stunde wird
der Uberstrichene Winkel w im Gradmalf ausgegeben.
Nach 24 Stunden ist eine volle Unjdrehung erfolgt.

90°
15°
-3 1807 S 0°=360°
270°
Stunden = 24, Winkel w = 360°
Einer Stunde entsprechen 360° / 24 = 15°.

Nach der WinkelgroRe w unterscheidet man spitze (0° <= w < 90°),
rechte (w = 90°), stumpfe (90° <w < 180°), gestreckte (w = 180°),
erhabene (180° <w < 360°) und volle Winkel (w = 360°).

-3
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Das Koordinatensystem

Irgendwo in der Ebene befindet sicl
Um den Ort eines Punktes P in der Eb
gehen wir folgendermalien vor:

Y- Ad

X- Achse

Das KOORDINATENSYSTEM

10

n ein Punkt P.
ene zu ermitteln,

hse

-10

(1) Wir bestimmen ein Zentrum (Urspr
von welchem aus ermittelt werden soll
(2) Wir zeichnen eine waagrechte Ger
eine senkrechte Gerade (Y-Achse) du

(3) Wir legen die MalReinheit fir die L3
beispielsweise 1 cm in der Zeichenebs

Damit ist ein Koordinatensystem festg
heiten Koordinatenachsen und O heil®

oK

ing = Origines Q),

ade (X-Achse) und
rch den Ursprung O.
ngenmessung fest,
ne.

blegt. Die zwei Achsen
t Koordinatenursprung.

-10

10



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 2

57

Nun kann der Ort von P in zwei Schritts

Y- Ac

X- Achse

10

pn bestimmt werden:

hse

-10 0

1. Schritt: Wir messen den Abstand x des Punktes P
von der Y-Achse. Dieser heil’t die X-Koordinate von P.

2. Schritt: Wir messen den Abstand y

des Punktes P

von der X-Achse. Dieser heif3t die Y-Koordinate von P.

Zum Abschluss schreibt man dann P(x/[y).

-10

10
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|1[]'

Die Koordlnatenachsen zertellen die Ebene in 4 Vler'tel

Die Vorzeichen der Koordlnaten eines Punktes geben an

________________________________

in welchem Vlertel {Quadrant) der Punkt Ilegt

________________________________________________________

________________________________________________________

___________________________________________________________

___________________________________________________________

"""""""""""""""""""""" 1) R ¥ A(4/2)

X—Achseé ; : ;

A0 8 6 4 2 T 2 3 6 8
""""""""""""""""""" o717 R R S 777/ S S

________________________________________________________

________________________________________________________

________________________________________________________

___________________________________________________________

___________________________________________________________

___________________________________________________________
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Punkte im Koordinatensystem
mit Koordinatenursprung O

10

10 %_ Achse

Punkt P(8/6)

X-Koordinate: x = 8
Y-Koordinate: y =6

Abstand OP = sqgrt(x* + yv*) = 10
Richtungswinkel 3 = arctan(y/x) = 3

5.87°
Y- Achse

10
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DER KREIS

Der Umfang des Kreises
Die Flache des Kreises
Die Teile des Kreises
Rechteck und Umkreis

Zusammengesetzte Flachen

[ 62 ]
[ 67 ]
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Der Umfang des Kreises

Der Kreis ist die Menge aller Punkte P, welche von einem
Mittelpunkt M gleichweit entfernt sind.

Der Abstand eines Punktes vom Mittelpunkt wird Radius r
genannt. Der doppelte Radius heil3t Durchmesser d.

Weil alle Kreise zueinander ahnlich sind, muss das Verhaltnis von
Umfang U und Durchmesser d konstant (k) sein, dh U=k *d.
Ein dem Kreis eingeschriebenes regelmaliges Sechseck hat die
Seite r und daher den Umfang U1 =3 *d. Ein umgeschriebenes
Quadrat hat die Seite d und daher den Umfang U2 =4 * d. Daraus

folgt: 3*°d < k*d < 4*d. Also liegt k zwischen 3 und 4. Die wichtige
Konstante k wird auch Kreiszahl "pi" genannt.
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Naherungsweise Berechnung der Zahl "pi"

Ein dem Kreis eingeschriebenes regelmalliges N-Eck hat
eine Seitenlange a. Mit dem Lehrsatz von Pythagoras
wird die Léange b des regelmaRigen 2N-Ecks berechnet:

b =sqrt( 2r* - r*sqrt(4r* - a%) ) mit r als Kreisradius
b=sgrt(2-sqrt(4 -a*)) mit r=1 im Einheitskreis

Je groRer N ist, umso ahnlicher wird das N-Eck dem Kreis.
Nimmt man den Umfang des N-Ecks U = N*a angenahert als
Kreisumfang, dann erhalt man fiir die Zahl "pi" folgenden
Naherungswert k: Aus U=N*a=k*d folgt k=N*"a/d.

Beginnen wir die Annaherung im Einheitskreis (r = 1) mit dem
Sechseck, d.h. N=6 und a=1 und k=6/2=3. Sodann ver-
doppeln wir N und berechnen die Seite des 2N-Ecks mit der

obigen Formel und die Naherungswerte flir Umfang und "pi".

Dieses Verfahren wird solange wiederholt bis ein vorgegebener
Grenzwert erreicht ist.

In der folgenden Grafik wird diese Annaherung demonstriert.
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Regelmalige Vielecke im Einheitskreis (r = 1).

Eckenanzahl N =6
Zentriwinkel w = 360 / N = 60°

Seite des N-Ecks:a=1
Umfang: U=N*a=6
Naherung fur "pi": k=3
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Regelmalige Vielecke im Einheitskreis (r = 1).

Eckenanzahl N = 96
Zentriwinkel w = 360 / N = 3.75000000°

Seite des N-Ecks: a = 0.0654381(7
Umfang: U = N*a = 6.28206390
Naherung fur "pi": k = 3.1410319%
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Naherungsweise Berechnung der Zahl "pi".
(auf 8 Dezimalstellen gerundet)

6-Eck: "pi" = 3.00000000
12-Eck: "pi" = 3.10582854
24-Eck: "pi" = 3.13262861
48-Eck: "pi" = 3.13935020
96-Eck: "pi" = 3.14103195
192-Eck: "pi" = 3.14145247
384-Eck: "pi" = 3.14155761
768-Eck: "pi" = 3.14158389
1536-Eck: "pi" = 3.14159046
3072-Eck: "pi" = 3.14159211
6144-Eck: "pi" = 3.14159252
12288-Eck: "pi" = 3.14159262
24576-Eck: "pi" = 3.14159265
49152-Eck: "pi" = 3.14159265

Zahlenwert von "pi" = 3.141592653590.....
(auf 12 Dezimalstellen gerundet)

Es ist Gblich fiir "pi" den griechischen Buchstaben 9 zu schreiben.
Dann gilt fiir den Umfang des Kreises die Formel: U = {*d = 2*r™1.
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Die Flache des Kreises

Zur Flachenberechnung wird dem Kreis ein regelmaliges N-Eck
eingeschrieben und der Kreis somit in N Ausschnitte zerlegt.
Diese Ausschnitte werden wie in der rechten Figur aufgelegt.
Der Kreis und die rechte Figur sind daher flachengleich.

u/s2

Uu/rs2

Wird die Zerlegung des Kreises in seine Ausschnitte verfeinert, d.h.
strebt N gegen Unendlich, dann nahert sich die rechte Figur einem
Rechteck mit U/2 als einer Seite und r als anderer Seite. Die Flache
istdann F =r*(U/2) und weil ja U =2*r" ist, folgt daher F = r**.

Also gilt fiir die Flache des Kreises die Formel: F=r>*1].



68

Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 2

Die Teile des Kreises (Theorie)

Zieht man vom Mittelpunkt M zwei Radien zur Kreislinie, dann
wird ein Ausschnitt (Sektor) gebildet. Der Offnungswinkel w,
welchen die beiden Radien einschlielen, heiltt Zentriwinkel.
Der Teil der Kreislinie, der zwischen den beiden Radien liegt,
heil3t Kreisbogen b. Jener Teil der Kreisflache, der zwischen
Kreissehne s und Kreisbogen liegt, heillt Abschnitt (Segment).

Segment

Der Bogen b verhalt sich zum Umfang U sowie der Zentriwinkel w
zum vollen Winkel von 360°, d.h. b/U=w /360, b=U*w/ 360.
Also gilt fir den Kreisbogen b =r*q *w/ 180.

Die Sektorflache E verhalt sich zur Kreisflache F sowie der Zentri-
winkel w zum vollen Winkel, d.h. E/F=w /360, E=F *w/ 360.
Also gilt fir die Sektorflache E r*f*w/360 = r*b/2
Weiters gilt: Segmentflache G = Sektorflache E - Dreiecksflache D.
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Die Teile des Kreises (Praxis)
(Gegeben:

Kreisradiusr=5
Zentriwinkel w = 60°

Gesucht:

Kreisumfang U = 2*r*|[ = 31.42
Kreisbogen b = r"{[*w/180 = 5.24

Kreisflache F = r**{[ = 78.
Sektorflache E = rP{[*w/360 = 13.09

Hoéhe h = r'cos(w/2) = 4.33
Halbsehne s = sqgrt(r*-h*) = 2.50
Dreiecksflache D = s*h = 10.81
Segmentflache G=E-D =2.28
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Rechteck und Umkreis

Gegeben: Seitena=961cm, b =6.26 cm
Gesucht : Rechtecksflache F, Umkreisflache K

Wieviel Prozent vom Kreis betragt das Rechteck 7

LOsung:

Diagonale d =11.47 cm
Rechteck F = 60.16 cm?
Kreis K =103.31 cm?
Prozent p =58.23%
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Zusammengesetzte Flachen, 1. Beispiel

Gegeben: Quadratseite a = 10.94 cm
Gesucht : Flache F und Umfang U des geférbten Bereichs

LOsung:

Umfang U = 34.37 cm
Flache F =59.84 cm?



72 Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 2

Zusammengesetzte Flachen, 2. Beispiel

Gegeben: Quadratseite a = 8.41 cm
Gesucht : Flache F und Umfang U des gefarbten Bereichs

LOsung:

Umfang U =43.24 cm
Flache F =15.18 cm?
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Zusammengesetzte Flachen, 3. Beispiel

Gegeben: Quadratseite a =7.92 cm
Gesucht : Flache F und Umfang U des gefarbten Bereichs

LOsung:

Umfang U = 24.88 cm
Flache F =35.80 cm?



74 Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 2

Zusammengesetzte Flachen, 4. Beispiel

Gegeben: Quadratseite a = 9.30 ¢cm
Gesucht : Flache F und Umfang U des gefarbten Bereichs

LOsung:

Umfang U = 29.22 cm
Flache F =18.56 cm?
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Der LEHRSATZ von PYTHAGORAS
und seine ANWENDUNGEN

Der Lehrsatz von Pythagoras [ 76 ]
Kathetensatz und HOhensatz [ 80 ]
Das rechtwinkelige Dreieck [ 84 ]
Das gleichschenkelige Dreieck [ 85 ]
Das gleichseitige Dreieck [ 86 ]
Das ungleichseitige Dreieck [ 87 ]
Das Parallelogramm [ 88 ]
Das gleichschenkelige Trapez [ 89 ]
Das Deltoid (Drachenviereck) [ 90 ]
Der Quader [ 91 ]
Die Pyramide [ 92 ]
Der Rhombendodekaeder [ 93 ]



76 Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 2

Der Lehrsatz von Pythagoras:

In allen rechtwinkeligen Dreiecken ABC gilt: ¢ = a* + b®.

b2
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Ein Beweis des Lehrsatzes

E D
E

b
A & B

(1) Rechtwinkeliges Dreieck ABC zeichnen.
(2) Quadrat ABDE mit Seitenlange ¢ zeichnen.
(3) Verschieben von Dreieck ABC auf Dreieck EDF.
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(1) Rechtwinkeliges Dreieck ABC zeichnen.

(2) Quadrat ABDE mit Seitenlange c zeichnen.

(3) Verschieben von Dreieck ABC auf Dreieck EDF.
(4) Dreieck BDG (kongruent zu ABC) zeichnen.

(5) Verschieben von Dreieck BDG auf Dreieck AEH.



Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 2

79

A C B

Durch die zwei verschobenen Dreiecke ABC
und BDG entsteht aus dem Quadrat ABDE (c?)
die flachengleiche Figur ACGDFH, die aus den
Quadraten ACIH (b®) und GDFI (a?) besteht.

Also gilt der Hauptsatz: ¢* = a* + b*.
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Kathetensatz und Hohensatz

Haupsatz von Pythagoras: c* = a* + b?

Neben dem Hauptsatz gibt es noch zwei andere Lehrsatze,
den "Kathetensatz" und den "Héhensatz".

Einfache Vorbemerkung zum Beweis der zwei Lehrsatze:

Das rechtwinkelige Dreieck ABC wird durch die Héhe h in
zwei Teildreiecke ACF und CBF zerlegt. Die zwei Dreiecke
sind zueinander ahnlich, weil die entsprechenden Winkel
gleich grof sind.

Der Seite ¢ im grofien Dreieck ABC entspricht die Seite b
im kleinen Dreieck ACF, bzw. der Seite a im anderen kleinen
Dreieck CBF.
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Die Beweise der zwei Lehrsatze

Der Kathetensatz
a’=c™y

b2=¢c* X

Weil das Dreieck ABC ahnlich zum Dreieck CBF ist, miissen in
beiden Dreiecken die entsprechenden Seitenverhaltnisse gleich
grofl3 sein, d.h. AB: BC =BC : FB, also c:a=a:y. Durcheine
einfache Umformung erhalt man: a®> = ¢ * y (Erster Kathetensatz).

Flihrt man den selben Beweis mit den Dreiecken ABC und ACF
durch, erhalt man die Formel b?> =c¢ * x (Zweiter Kathetensatz).
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Der Hbhensatz

h*2=x"*y

Wenn man die beiden Teildreiecke ACF und CBF genauer
betrachtet, wird man erkennen, dass auch diese Dreiecke
ahnlich sind, weil die entsprechenden Winkel gleich grol} sind.
Also missen auch die entsprechenden Seitenverhaltnisse in
beiden Dreiecken gleich gro3 sein: FC : AF = BF : FC oder
h:x =y :h. Durch einfache Umformung erhalt man daraus

die Formel h*=x*y (Hbhensatz).
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Die drei Lehrsatze des Pythagoras

(Zusammenfassung)
b h
A X c F y B
Der Hauptsatz

Das Quadrat der Hypotenuse ist gleich der Summe der Quadrate
der beiden Katheten: c?=a?*+ b?

Der Kathetensatz
Das Quadrat einer Kathete ist gleich dem Produkt aus Hypotenuse
und anliegendem Hypotenusenabschnitt: a?=c*y und b*=c* X

Der Hohensatz
Das Quadrat der Hohe ist gleich dem Produkt aus den beiden
Hypotenusenabschnitten: h’=x*y, mit c=x +y.
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Das rechtwinkelige Dreieck

Haupsatz von Pythagoras:
c*=a*+b*

Die Kathetensatze:
a’=c™y
b?=c¢*x

Der Hohensatz:
h*=x"y b h

Von einem rechtwinkeligen Dreieck kennt
man die Katheten a=6cm und b =8 cm.

Berechne:

(1) die Hypotenuse ¢
(2) die zwei Abschnitte x und y
(3) die Héhe h

LOsung:

Seitec=10cm
Abschnitt x = 6.4 cm
Abschnitty = 3.6 cm
Hohe h =4.8 cm
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Das gleichschenkelige Dreieck

Das gleichschenkelige Dreieck

Gegeben:c=4cm,hc =h=5cm
Gesucht : Héhe ha = x, Flache F

(1) Aus dem gefarbten rechtwinkeligen Dreieck a ausrechnen
(2) Die Flache ausrechnen: F=c *h/2
(3) Zuletzt aus der Flache F die Hohe ha = x ausrechnen

LOsung:

Seite a=5.39cm
Flache F = 10 cm?
Hohe ha=3.71 cm
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Das gleichseitige Dreieck

Das gleichseitige Dreieck

Gegeben: a=10cm
Gesucht : Héhe h, Flache F

Zuerst die Hohe h und dann die Flache F ausrechnen.
Dabei gilt: h = a/2*sqrt(3) und F = a*/4*sqrt(3).

LOsung:

Hohe h = 8.66 cm
Flache F = 43.30 cm?
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Das ungleichseitige Dreieck

Das ungleichseitige Dreieck

Gegeben:a=7cm,b=10cm,c=11cm
Gesucht : Héhe h und Flache F

Seite ¢ wird in die Teile x und y zerlegt und mithilfe der
Gleichungen (1),(2),(3) die Héhe h schrittweise berechnet.
(1): h2=b%-x?

(2): h*=a%-y?

(3):x+y=c

Daraus folgt: b?-x*=a%-(c - x)?

Daraus folgt nach Umformung:

X =(c*+ b*-a?/(2%)

Damit kann aus (1) die Héhe h berechnet werden.

h = sqgrt(b® - x*) und F = c*h/2.

LOsung:

Strecke x = 7.82 cm
Hohe h = 6.24 cm
Flache F = 34.29 cm?
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Das Parallelogramm

Parallelogramme

D -
b h

e
A . B E

Gegeben: a=6cm,b=8cm,h=7cm
Gesucht : Diagonale e und Flache F

(1) Strecke x ausrechnen
(2) Aus Dreieck AEC die Diagonale e ausrechnen
(3) Die Flache F = a * h ausrechnen

LOsung:

Strecke x = 3.87 cm
Diagonale e =12.10 cm
Flache F = 42.00 cm?
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Das gleichschenkelige Trapez

Das gleichschenkelige Trapez

Gegeben: a=12cm,c=6cm, h=7cm
Gesucht . Seite b, Diagonale e, Flache F

(1) Strecke x ausrechnen

(2) Aus Dreieck EBC die Seite b ausrechnen

(3) Aus Dreieck AEC die Diagonale e ausrechnen
(4) Die Flache F = h * (a + ¢)/2 ausrechnen

LOsung:

Strecke x =3.00 cm
Seite b =7.62 cm
Diagonale e =11.40 cm
Flache F = 63.00 cm?



90 Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 2

Das Deltoid

Drachenvierecke

Gegeben: Seitena=6cm, b=8cm
und Diagonale f = 10 cm
Gesucht : Diagonale e und Flache F

Strecke x ausrechnen
Strecke y ausrechnen
Diagonale e ausrechnen
Flache F ausrechnen

(1
(2
(3
(4

e e

LOsung:

Diagonale e =9.56 cm
Flache F = 47.81 cm?
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Der Quader

Quader

Gegeben:a=4cm,b=5cm,c=6¢c
Gesucht : r, Vund O

m

Diagonale’d ? = a®> + b?

Raumdiagonale: r*=a*+ b* + ¢?
umen: V =ab*c

Oberflache: O = 2*(a*b + a*c + b*c)

LOsung:

Volumen V =120.00 cm?3
Oberflache O = 148.00 cm?2
Raumdiagonale r = 8.77 cm
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Die Pyramide

Rechteckige Pyramide

Gegeben:a=8cm,b=9cm,h=7cm

d2 = a2 + b2

52 = (d/2)? + h?

ha? = x? = (b/2)? + h?
hb? = y2 = (a/2)? + h?

G=a'b
V =G"h/3
O =G +a*ha+ b*hb

Gesucht: V, O und s.

LOsung:

Volumen V = 168.00 cm?3
Oberflache O =211.13 cm?
Seitenkante s = 9.23 cm
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Der Rhombendodekaeder

Rhomben-Dodekaeder

Ein Wiirfel mit sechs aufgesetzten quadratischen Pyramiden,

deren Héhen h gleichlang wie die halbe Wirfelkante a sind.
Der Korper wird dadurch von zwélf Rhombenflachen begrenzt.

Gegeben: a=6 cm
Gesucht : Vund O h S

Pyramidenhdhe h = a/2
Seitenkante s = a*sqrt(3)/2
Seitenhdhe d = a*sqrt(2)/2
Volumen V = 2*a*
Oberflache O = 6*a**sqrt(2)

LOsung:

Volumen V =432 cm?3
Oberflache O = 305.47 cm?2
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Teil 1, Volumen und Oberflache (Theorie)

Koordinatensysteme in Ebene und Raum

10

Punkte in der Ebene
mit Koordinatenursprung O

-10 10

Punkt A(7/5)
x-Koordinate: ax =7
y-Koordinate: ay = 5
a’ = OA" = Verbindungspfeil (Vektor) der Punkte O und A
Lange des Pfeils: |a’| = |OA’| = sqrt(ax®*+ay?) = 8.60

-10
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10
Punkte im Raum
mit Koordinatenursprung O
A
”
az
10 A 10
ax

6
y-Koordinate: ay = 7
z-Koordinate: az = 8
a’ = OA" = Verbindungspfeil (Vektor) ¢
Lange des Pfeils: |a’| = |OA"| = sqri(a

ay

ler Punkte O und A
x*+ay’+az?) = 12.21

-10
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Der Schragriss

Der Schragriss

Der Schragriss ist ein Verfahren mit dem raumliche Korper in der
Zeichenebene abgebildet werden.

Betrachten wir die linke untere Ecke eines Quaders, dann stehen
die drei Kanten a, b, ¢ auteinander paarweise senkrecht. Es sind
beispielsweisea=5cm,b=4cmund c=3 cm.

b!

Schragriss-Konstruktion:

[1] Kanten parallel zu a oder ¢ werden in wahrer GrofRe abgebildet.

[2] Kanten parallel zu b sind verkiirzt und um einen Winkel geneigt.
Ihre Bildstrecken b' in der Zeichenebene schliefen mit der Kante a
den Winkel w ein und werden mit einem Faktor v (v < 1) multipliziert.
Der Pfeil symbolisiert, wie die wahre Kante b auf die verkiirzte und
geneigte Kante b’ in der Zeichnung abgebildet wird.
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Wir wollen nun den Quader mit Kantena=5cm,b=4cm, ¢ =3 cm
schrittweise im Schragriss zeichnen:

(1) Das Basisrechteck mit a und b wird in wahrer GréflRe gezeichnet.
(2) Die Bildkanten b' der Kanten b schlieRen mit Kante a einen
Verzerrungswinkel w = 45° ein und werden halbiert. Verkilirzungs-
faktor ist somit v=1/2 und es gilt daher b'=b /2.

(3) Das Basisrechteck wird im Schragriss fertig gezeichnet. Dabei
entsteht ein Parallelogramm.

a

(4) Nun werden die vier Héhenkanten ¢ in wahrer Lange gezeichnet.
(5) Zuletzt wird die Deckflache gezeichnet und der Quader ist fertig.

Auf der nachsten Seite kénnen beliebige Quader im Schragriss dar-
gestellt werden.
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Quader im Schragriss

Verzerrungswinkel w = 30°
Verkirzungsfaktor v = 0.50

Kante a = 5 in wahrer Lange
Kante b = 4 verkirzt aufb' = 2
Kante ¢ = 7 in wahrer Lange
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Der Quader

Volumen des Quaders

Gegeben ist ein Quader mit den Kantenlangen a, b und ¢. Um sein
Volumen (d.h. den Inhalt des eingeschlossenen Raumes) zu messen,
wird ein Einheitswiirfel mit der Kantenlange 1 cm und dem Volumen
e = 1 cm® (Kubikzentimeter) bei der linken unteren Ecke festgelegt.

e=1cm?

a

Ist der Einheitswiirfel nicht ohne Restraum im Quader enthalten,
wird er in 1000 kleinere Einheitswiirfel mit Kantenlange 1 mm und
dem Volumen 1 mm? zerlegt. Diese Verfeinerung wird bis zu einer
vorbestimmten Genauigkeit fortgesetzt. Dann kann das Volumen
berechnet werden: In die untere vordere Reihe passen a Einheits-
wiirfel. Der Boden des Quaders ist eine Schicht aus b Reihen.
Also wird der Boden von a * b Einheitswiirfeln bedeckt. Der ganze
Quader enthalt ¢ Schichten und somit a * b * ¢ Einheitswiirfel.
Flr das Volumen V des Quaders gilt die Formel V = a*b*c.
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Oberfldche des Quaders

Die Oberflache des Quaders besteht aus sechs Rechtecken,
wobei einander gegeniiberliegende Rechtecke kongruent sind.
Daher gilt die Formel O = 2*a*bh + 2*a*c + 2*b*c.
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Das Prinzip von Cavalieri

Stehen zwei Kérper auf der gleichen Grundebene und werden sie
von jeder zur Grundebene parallelen Ebene so geschnitten, dass
flachengleiche Schnittfiguren entstehen, dann haben die beiden
Kérper gleiche Volumina.

Beweis:

In einem Korper wird liber jeder Schnittflache eine Scheibe mit der
Dicke d errichtet. Auf diese Art entsteht ein stufenférmiger Kérper.
Das Volumen von diesem Stufenkdrper ist gleich der Summe der
Scheiben-Volumina. Wird die Dicke der Scheiben unendlich klein,
dann wird der Stufenkdrpers zum urspriinglichen Kérper. Das
Volumen wird zur Summe der unendlich diinnen Scheibenflachen.
Sind diese Scheibenflachen bei zwei Kérpern in jeder Hohe gleich
grof3, dann miissen die Kérper somit auch gleiche Volumina haben.
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Das Prisma

Volumen und Oberflache des Prismas

Ein Prisma besteht aus einem Vieleck als Grundflache G und einer
dazu parallelen und kongruenten Deckflache. Deren Abstand ist
die Kérperhdhe h. Die Schnitte eines Prismas mit Ebenen parallel
zur Grundflache sind alle kongruent zur Grundflache. Nach dem
Prinzip von Cavalieri ist das Volumen des Prismas gleich dem eines
Quaders mit der selben Héhe h und einem Basisrechteck, welches
denselben Flacheninhalt wie die Grundflache des Prismas hat.

Beispiel: Sechseckiges Prism

Auf Grund dieser Uberlegungen gilt fir das Volumen V des Prismas
die gleiche Berechnungsformel wie fir den Quader: V=G * h.

Die Oberflache des Prismas besteht aus zweimal der Grundflache
und Mantel: O =2*G + M. Der ausgebreitete Mantel des Prismas
ist ein Rechteck mit dem Basisumfang U als einer Seite und der
Hbhe h als anderer Seite. Also gilt M = U*h und O =2*G + U*h.
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Die Pyramide

Das Volumen der Pyramide

[1] Jede Pyramide kann vollsténdig in Pyramiden mit dreieckigen
Grundflachen zerlegt werden. Dazu muss nur die Grundflache durch
Diagonalen von einem Eckpunkt aus in Dreiecke zerlegt werden.
z.B.. Pyramide(ABCDS) = Pyramide(ABDS) + Pyramide(BCDS).

/ 1\

A a B

[2] Zwei Pyramiden mit kongruenten Grundflachen und gleich
langen Hdhen haben gleiche Volumina.

Dieser Lehrsatz wird mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri bewiesen:
Zur Grundflache G parallele Schnittfiguren sind zu G ahnlich,
weil sie durch zentrische Streckungen mit der Pyramidenspitze als
Zentrum auf G abgebildet werden kénnen. In den gleichen Hohen
sind daher die Schnittfiguren in den beiden Pyramiden kongruent.
Damit ist das Prinzip von Cavalieri erfiillt und alles bewiesen.
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Das Volumen der Pyramide

Gegeben ist die Pyramide PQRS mit einer dreieckigen Grundflache.
Dieser Pyramide wird ein Prisma mit kongruenter Grundflache und
gleich langer Héhe umschrieben.

S F

Q B

Das Prisma wird in drei volumsgleiche Pyramiden zerlegt:

1. Pyramide ABCF mit der Grundflache ABC und der Héhe CF.
(die Pyramide entspricht der gegebenen Pyramide PQRS).

2. Pyramide DEFB mit der Grundflache DEF und der Héhe EB.
DEF kongruent ABC und EB = CF, d.h. V(DEFB) = V(ABCF).
Andere Ansicht mit Grundflache DEB und mit Hohe GF !

3. Pyramide ABDF mit der Grundflache ABD und der Héhe GF.
ABD kongruent DEB und GF = GF, d.h. V(ABDF) = V(DEFB).

Die drei Pyramiden haben somit gleiche Volumina V und daher gilt

die wichtige Formel: V(Prisma) = 3 * V(Pyramide).
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Die Oberflache der Pyramide

Die Oberflache O einer Pyramide besteht aus ihrer Grundflache G
und ihrem Mantel M. Es gilt daher: O =G + M.

Beispiel: Rechteckige Pyramide

Im vorliegenden Fall ist die Grundflache ein Rechteck und G = a*b.
Der Mantel besteht hier aus vier gleichschenkeligen Dreiecken.

Um diese zu berechnen, missen zuerst die Seitenhdhen e und f
ermittelt werden: e* = (b/2)* + h* und f* = (a/2)® + h®>. Damit gilt dann
M = 2*(a*e)/2 + 2*(b*f)/2 = a*e + b*f und O = a*b + a*e + b*f.
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Der Zylinder

|15
Volumen und Oberflache des Zylinders

Ein Zylinder wird dadurch erzeugt, dass eine Gerade im Raum

entlang einer ebenen Kurve parallel verschoben wird. Ein gerader
Kreiszylinder liegt dann vor, wenn die Kurve ein Kreis mit Radi
ist, und die erzeugende Gerade senkrecht zur Kreisebene vetrlauft.

-15 15

iy
WL

Die Schnitte eines Zylinders mit Ebenen senkrecht zur Rotations-
achse sind immer kongruent zur Grundflache. Nach dem Prinzip
von Cavalieri ist das Volumen des Zylinders gleich dem Volumen
eines Quaders mlt derselben Hohe h, und dessen Basisrechteck
denselben Flachenlnhalt hat wie die Grundﬂache des Zylinders.
BEISpIE|SWEISE ein Rechteck mit den Senen r*1 und r. Dann gilt:
Das Volumen des Zylindersist V=G *h bzw. V= (r*1) " h
Fiir die Oberflache git: O=2"G + M bzw. O = (2*r]) * (r + h).

~ li
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Der Kegel

|12
Volumen und Oberflache des Kegels

Ein Kegel wird dadurch erzeugt, dass eine Gerade im Raum
durch einen festen Punkt S geht und entlang einer ebenen
Kurve gleitet. Ein gerader Kreiskegel liegt dann vor, wenn

die Kurve ein Kreis mit dem Radius r ist und der Punkt S
senkrecht (iber dem Kreismittelpunkt M liegt (H6he MS = h).

-12 12

Jede zur Grundflache parallele Schnittfigur ist in jeder Hohe zur
Grundflache ahnlich, weil sie durch eine zentrische Streckung mit
der Kegelspitze als Zentrum auf die Grundflache abgebildet wird.
Derselbe Sachverhalt liegt auch bei Pyramiden vor. Vergleicht

man den Kegel mit einer Pyramide, welche eine flachengleiche
Grundflache G und eine gleich lange Hohe h besitzt, dann haben
nach dem Prinzip von Cavalieri der Kegel und die Pyramide das
gleiche Volumen. Daher gilt auch fur den Kegel folgende Formel:
Das Volumen eines Kegelist V= G*h/3, bzw. V= (r*™]) *h/ 3.

/ |-12



110 Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 2

|12
Volumen und Oberflache des Kegels

Schneidet man den Mantel des Kegels entlang der Mantellinie s auf
und breitet ihn in der Ebene aus, dann Ientsteht ein Kreissektor mjt

dem Mittelpunkt S und der Mantellinie als Radius. Die Bogenlange
dieses Sektors ist gleich dem Umfang der Grundflache des Kegels.

o
b
HNRSR

-12
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Fir den Mantel (Sektorflache) gilt daher: M = b*s/2 = U*s /2.
Die Oberflache des Kegels ist O =G + M.

74

Bei geraden Kreiskegeln ist O = (r**]]) + (2°r*{)*s/2 = () *(r + s).
Die Mantellinie s wird berechnet mit s> = r* + h®

b
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Die Kugel

Volumen und Oberflache der |

Die Kugel ist ein raumlicher Korper, de
um einen Kreisdurchmesser entsteht.

10

Kugel

r bei Rotation eines Kreises

-10

Es sollen Formeln flir das Volumen V \
einer Kugel mit dem Radius r hergele

!'.=.'.'""
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ind flr die Oberflache O
itet werden.

-10
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Eine Halbkugel wird mit einem Zylinder mit herausgebohrtem Kegel
verglichen. Dabei haben Zylinder und Halbkugel kongruente Grund-
flachen (r* ) und die Zylinderhdhe ist gleich dem Kugelradius r .
Die Kérper sind von Ebenen parallel zur Grundflache geschnitten.
Wir wollen zuerst zeigen, dass in jeder Hohe (h) die Halbkugel und
der Vergleichskdrper jeweils ebene Schnittfiguren mit der gleichen
Flache aufweisen. Wenn das der Fall ist, dann gilt das Prinzip von
Cavalieri, und die beiden Kérper haben gleich grole Volumina (V).

} Schnittebene h J
[ | h
r

Aufriss

4R

M N r

Schnittfigur = Kreis Schnittfigur = Kreisring

=
r M

\_"/

Grundriss
Halbkuge Vergleichskérper = Zylinder - Kegel
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Der Schnitt der Ebene mit der Halbkugel ist ein Kreis mit Radius s.

Es gilt s*>=r*-h* und die Schnittflache ist F1=s*{=(r*-h? 1.

Der Schnitt mit dem Vergleichskérper ist ein Kreisring mit den zwei

Radien r und h. Die Schnittflache ist F2=r*{-h*>q= (r*-h?) 1.

Die beiden Schnittfiguren sind flachengleich und damit haben die

zwei Kérper gleiches Volumen: V(Halbkugel) = V(Zylinder) - V(Kegel).
V(Halbkugel) = r*q[*r- r*q*r/3 = (2/3)*r*q . Also folgt daraus:
Fur das Volumen der Kugel gilt die Formel: V=(4/3)*r¥.

Aufriss / } Schnittebene h :
I “
:

M N r

Schnittfigur = Kreis Schnittfigur = Kreisring

B
r M

Grundriss
Halbkuge Vergleichskérper = Zylinder - Kegel
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10

Die Oberflache der Kugel
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Aus diesen Ube
Volumen =
Also gilt

eégungen folgt fiir die Kugel:
summe der Kegelvolumina = Oberflache * Radius / 3.
=0*r/3 und O=3*Vfr=3*4/3)"r* /r = 4r71.

Fir die Oberflache der Kugel gilt die Formel: O =4r* 1.

-10
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Teil 2, Volumen und Oberflache (Praxis)

Der Quader
10
Quader
Gegeben:a=6,b=8,c=5
Gesucht: V, Oundr
C
r
10 10
d b
a
Raumdiagonale: r=a* + b? + ¢?
Volu .
Obefflache: O =2*(a*b + a*c + b*¢)
“Achse
-10

LOsung:

V = 240.00
O =236.00
d =10.00
r =11.18
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Der Wirfel

Wirfel (Hexaeder)

Gegeben:a=6
Gesucht: V,Oundr

10

L

10

Basisdiagonale: d*=2%a®
Raumdiagonale: r>=d? + a* = 3"a*
Volumen: V =a*a*a=a’

Oberflache: O =6%a*a =6"a*

%se

LOsung:

V =216.00
O =216.00
d=8.49

r =10.39

-10
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Das Prisma

12

Sechseitiges Prisma
(regelmaliig)

Gegeben:r=8,h=5
Gesucht : G, Vund O

-12 r 12

Grundflache: G = 6"r**sqrt(3)/4
Volumen: V=G *h
Oberflache: O = 2*G + 6™r*h

“Achse
/ 12

LOsung:

G =166.28
V =831.38
O =572.55
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Die Pramide

10

Rechteckige Pyramide

Gegeben:.a=6,b=8,h=7

> =a’+b?

s2 = (d/2)? + h?

ha? = X2 = (b/2)? + h?
hb? = y2 = (a/2)? + h?

G=a"b

—V = G*h/3
O =G +a*ha + b*hb

10

Gesucht: V, O und s.

“Achse
-10

LOsung:

ha =x = 8.06
hb=y=7.62
s =8.60
V=112.00
O =157.30
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Der Oktaeder

Oktaeder
(Quadratische Doppelpyramide)

Gegeben:a=6
Gesucht : Vund O

=

Hdéhe h = Dia
Grundflach =a’
Volumen. AV = G*h/3
Seitenflache F = a**sqrt(3)/4

ale d = a*sqrt(2)

h=d=28.49
V =101.82
O0=124.71

Obefflache O = 8*F = 2*a?*sqrt(3)
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Der Tetraeder

10
Tetraeder
Gegeben:a=8
Gesucht: h, G, Vund O
y = Flachenh&he = a*sqrt(3)/2
X = 2/3 der Flachenhdhe y
h = Kdrperhéhe, h? = a? - x?
h = a*sqrt(6)/3 h
a
10 10
XY .
Kérperhéhe: h=a*sqri(6)/3

G = a**sqrt(3)/4

Grundflache:
'V = G*h/3 = a**sqrt(2)/14

T=F

-10

LOsung:

h= 6.53
V =60.34
O =110.85
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Der Rhomben-Dodekaeder

Rhomben-Dodekaeder

Ein Wirfel mit sechs aufgesetzten
deren H6hen h gleichlang wie die |
Der Kérper wird dadurch von zwolf

Gegeben:a=>5
Gesucht: Vund O

nuadratischen Pyramiden,
nalbe Wirfelkante a sind.
Rhombenflachen begrenzt.

%

Pyramidenhdhe h = a/2
Seitenkante s = a*sqrt(3)/2
Seitenhéhe d = a*sqri(2)/2
Volumen V = 2*a?
Oberflache O = 6*a**sqrt(2)

LOsung:

V = 250.00

O

=212.13
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Der Zylinder

14

Zylinder

Gegeben: Radius r=8, Hohe h=25
Gesucht : Vund O

P W s

A
T T

14

LOsung:

G =201.06
V =1005.31
M =251.33
O =653.45
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Der Kegel

Kegel

Gegeben: Radiusr=8, Hohe h=25
Gesucht:V, OQund s

-12

Seitenkante: s
Grundflache:” G = r? ]

LOsung:

G =201.06
V =335.10
s =9.43

M=237.10
O =438.16

12

12

-12
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Die Kugel

16

Kugel

Gegeben: Radiusr=8
Gesucht : Vund O

-16 16

177
\‘\‘ nll—m ,5, 7/

nll-mr- 77
‘\‘&:‘g_-::::—i{:j';gﬁf

LOsung:

V = 2144.66
O =804.25
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Kugelteile

Die Teile der Kugel

Schneidet man eine Ebene mit einer Kugel, dann nennt man
jenen Kugelteil, welcher zwischen dem Schnittkreis und der
Kugeloberflache liegt, einen Kugelabschnitt (Segment). Der
gekriimmte Teil dieses Segments heil’t Kugelhaube (Kalotte).
Addiert man zum Kugelabschnitt jenen Kegel, dessen Basis
der Schnittkreis und dessen Spitze der Kugelmittelpunkt ist,
dann erhalt man einen Kugelausschnitt (Sektor).

Kalotte

Die Kalottenflache F verhalt sich zur Oberflache der Halbkugel
sowie die Héhe h zum Kugelradius r. F/2r*f=h/r, F = 2rhY.
Fur die Flache der Kalotte (Kugelhaube) gilt die Formel F = 2rhf.
Das Sektorvolumen W verhalt sich zum Volumen der Halbkugel
sowie die Héhe h zum Kugelradius r. W/ (2r*4[/3) = h / r. Zieht
man vom Sektorvolumen W das Kegelvolumen K = s*{[*(r-h)/3 ab,
so erhalt man mittels Satz von Pythagoras (s* = r? - (r-h)?) eine
Formel fiir das Volumen des Kugelsegmentes L = (3r - h)*hq] / 3.
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Die Teile der Kugel
Gegeben:

Kugelradius r =5
Kalottenhdhe h = 2

Kalotte

Gesucht:

Kegelhéhe x = (r4h) =3

Kugelvolumen V = 4*r**|/3 = 523.60
Sektorvolumen W = 2*r*h™[/3 = 104.72

Kegelvolumen K = s*[*x/3 = 50.27
Segmentvolumen L =W - K = 54 .45
Zentriwinkel z = 2*arccos(x/r) = 106.26°
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LEHRSATZE der elementaren GEOMETRIE
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Die Schiebung [ 133 ]
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Erster Spiegelungssatz [ 136 ]
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Grundlagen der Abbildungsgeometrie

Die Lehrsatze der elementaren Geometrie bilden ein faszinierendes
Gebéaude. Ausgehend von einigen wenigen Grundgesetzen (Axiomen)
wird dieses Bauwerk schrittweise errichtet. Die einzigen Werkzeuge
sind das Anschauungsvermogen und das logische Denken.

Meistens wird zuerst die Geometrie der Abbildungen entwickelt. Dabei
wird zwischen Ahnlichkeitsabbildungen und Kongruenzabbildungen
unterschieden. Mit Hilfe der gewonnenen elementaren Erkenntnisse
der Abbildungsgeometrie werden dann weitere Lehrsatze bewiesen.

Ein Objekt (Figur) in der Ebene besteht aus einer Menge von zusammen-
gehorigen Punkten. Solche Objekte sind Gerade, Strecken, Vielecke,
Kreise, usw.

Unter einer Abbildung versteht man die Erzeugung einer Bildfigur aus
einer gegebenen Urfigur entsprechend einer festgelegten Vorschrift
Die Zuordnung von Bildfigur zur Urfigur muss eindeutig sein.

Die Form einer geometrischen Figur héangt wesentlich von den Winkeln
und von den Streckenverhaltnissen ab.

Die Flache einer geometrischen Figur hangt wesentlich von den Langen
entsprechender Strecken ab.

Zwei geometrische Figuren heil3en kongruent (deckungsgleich), wenn
sie in Form und Flache tbereinstimmen. Dann sind die zugeordneten
Winkel gleich grol3 und die zugeordneten Strecken sind gleich lang.

Abbildungen, bei welchen Bildfigur und Urfigur deckungsgleich sind,
heiRen Kongruenzabbildungen. Diese werden durch Spiegelungen,
Schiebungen und Drehungen realisiert. Die beiden letzteren heil3en
auch Bewegungen.

Jede Bewegung besteht aus Schiebungen und Drehungen.
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Zwei geometrische Figuren heil3en ahnlich (formgleich), wenn sie in
ihrer Form Ubereinstimmen, d.h. die zugeordneten Winkel und die
zugeordneten Streckenverhaltnisse sind gleich grof3.

Abbildungen, bei welchen die Bildfigur die gleiche Form hat wie die
Urfigur, heiBen Ahnlichkeitsabbildungen. Diese werden durch so
genannte zentrische Streckungen realisiert.

Zwei Abbildungen werden hintereinander ausgefthrt (verkettet), indem
die Bildfigur der ersten Abbildung zur Urfigur der zweiten Abbildung wird.
Das Ergebnis ist dann eine neue Abbildung.

Erstens kann man zeigen, dass jede Kongruenzabbildung durch die
Verkettung von endlich vielen Spiegelungen erzeugt wird.

Zweitens kann man zeigen, dass jede Ahnlichkeitsabbildung durch die
Verkettung von endlich vielen zentrischen Streckungen erzeugt wird.

In diesem Projekt werden zunachst die Abbildungen erklart und danach
die wichtigsten Lehrséatze der elementaren Geometrie beschrieben und
auch bewiesen.
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Das Koordinatensystem

10
Punkte im rechtwinkeligen

Koordinatensystem mit dem
Koordinatenursprung O(0/0)

-10 X- Achse oo 1 X 8 10

Punkt P(8I6)
x-Koordinate: x=8
y-Koordinate: y=6
|OP| = sqrt(x*+ y?*) =10

Y- Achse
=10
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Schiebungen und Vektoren

Schiebungen und Vektoren

Wir wollen uns jetzt eingehender mit Schiebungen befassen.
Wir wissen bereits, dass Schiebungen Kongruenzabbildungen sind,
d.h. Form und Fliche der verschobenen Objekte sind unverdndert.

Die Abbildungsvorschrift fiir die Schiebung lautet: Verschiebe
jeden Punkt in die gleiche Richtung und um die gleiche Linge.
Eine solche Schiebung kann durch einen Pfeil festgelegt werden.
Ein Pfeil ist durch seine Richtung und durch seine Linge gegeben.

Die Menge aller gleich gerichteter und gleich langer Schiebepfeile
nennt man einen Vektor. Und ein solcher Schiebepfeil heillt dann
ein Vertreter des Vektors. Der Urpunkt bei einer Schiebung heilit
Fulpunkt und der Bildpunkt heilit Kopfpunkt des entsprechenden
Schiebepfeiles.

Einen Vektor kann man im Koordinatensystem durch jenen
Vertreter festlegen, dessen FuBl im Koordinatenursprung O(0/0)
liegt. Durch die zwei Koordinaten des Kopfpunktes V(xly) wird
die Richtung und die Linge des Vektors bestimmt.

Die folgende Grafik soll diesen Sachverhalt darstellen.
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Schiebungen und Vektoren

12
Schiebungen werden durch Pfeile (Vektoren) dargestelit

-2 12

Schiebung des Urdreiecks ABC auf das Bilddreieck DEF
12
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Bewegungen in der Ebene

Die Schiebung

Die Abbildungsvorschrift fur die Schiebung lautet: Verschiebe jeden
Punkt in die gleiche Richtung und um die gleiche Lange. Eine solche
Schiebung wird durch einen Pfeil (Vektor) festgelegt.

Schiebung des Dreiecks ABC

a9z D/’/‘B 12

Urdreieck ABC: A(0i4),B(210),C(4/4)
Schiebepfeil V(-5(-3)
Bilddreieck DEF: D{-5/1),E(-3/-3},F(-1/1)
12
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Bewegungen in der Ebene

Di

e Drehung

Die Abbildungsvorschrift fur die Drehung lautet: Drehe jeden Punkt in die
gleiche Richtung um den gleichen Winkel um einen festen Punkt (Dreh-
zentrum). Eine Drehung ist durch Drehzentrum und Drehwinkel festgelegt.

Drehung des Dreiecks ABC

12

-12

Urdreieck ABC: A(0/4),B(210),C|
Drehzentrum M(-2/3), Drehwink
Bilddreieck DEF: D(-3/5),E(1/T),

4/4)

el w = 90°
= (-319)

T

12

Der Betrag des Drehwinkels entspricht der Grél3e des Winkels.

Das Vorzeichen des Drehwinkels bestimmt den Drehsinn. Ist es positiv,
dann erfolgt die Drehung gegen die Uhrzeigerbewegung. Ist es negativ,
dann erfolgt die Drehung in der Uhrzeigerbewegung.
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Die Spiegelung. Ein gegebener Punkt A wird um die Spiegelachse g
geklappt, d.h. sein Bildpunkt D liegt auf der anderen Seite der Achse
und ist von dieser genau so weit entfernt wie der Urpunkt A (Dg = Ag).

12
piegelung des Dreiecks ABC an der Achse g

7

£,

Urdreieck ABC: A({-6/1),B(-1/6),C(-4/9)
Spiegglachse g durch R(-4/0) und T(0/8)
Bilddreieck DEF: D(-2/-1),E(-1/6),F(3.2/5.4)
-12

Eine Spiegelung ist gegeben durch die Spiegelachse g. Spiegelt man
einen Punkt auf dieser Achse, dann &ndert sich seine Lage nicht. Solche
Punkte heil3en Fixpunkte der Abbildung. Offenkundig sind alle Punkte
der Achse Fixpunkte der Spiegelung.

Die Drehung hingegen hat nur einen Fixpunkt, ndmlich das Drehzentrum.
Die Schiebung hat keinen Fixpunkt.
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Erster Spiegelungssatz. Zwei hintereinander ausgefiihrte Spiegelungen
mit parallelen Spiegelachsen ergeben eine Schiebung. Die Schiebe-
richtung ist normal auf die Spiegelachsen und der Schiebeweg ist gleich
dem doppelten Abstand der Spiegelachsen.

12

-2

achse..g

achse..h

12
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Zweiter Spiegelungssatz. Zwei hintereinander ausgefiihrte Spiegelungen
mit schneidenden Spiegelachsen ergeben eine Drehung. Das Drehzentrum
ist der Schnittpunkt der Spiegelachsen und der Drehwinkel ist doppelt so
grol3 wie der Winkel zwischen den Spiegelachsen.

12

achse..g

achse..h

-12 12
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Die Streckung. Gegeben ist ein Streckzentrum M und ein Streckfaktor k.
Ein Punkt A und sein Bildpunkt D liegen auf einem Strahl durch das
Zentrum. Die Entfernung des Bildpunktes D vom Zentrum M betragt das
k-fache der Entfernung des Urpunktes A vom Zentrum (DM =k * AM).
Wenn k > 0 ist, dann liegen A und D auf derselben Seite von M. Wenn

k < 0 ist, dann liegen A und D auf verschiedenen Seiten von M.

12
Zentrische Streckung des reiicks ABC

-12 12

rdreieck ABC: A(-510),B(-2/-3),
Streckzentrum M(-6/-3), Streckf
Bilddreieck DEF: D(-4/3),E(2/-3)

C(-2.5M1)
aktor k=2
F{115)

-12
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Nebenwinkel und Gegenwinkel

Nebenwinkelund Gegenwinkel

a, B

sind Nebenwinkel. Sie erganzen sjch zu 180°.
o,y

sind Gegenwinkel. Sie sind gleich groB.

Welche Winkel in der Zeichnung sind noch Nebenwinkel ?
Welche Winkel in der Zeichnung sind noch Gegegywinkel ?
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Parallelwinkel und Normalwinkel

Parallelwinkel

wi

Der Parallelwinkelsatz: Zwei Winkel w1 und w2, deren Schenkel
paarweise zueinander parallel sind, heifen Parallelwinkel und

sind immer gleich grof}.

Beweis: Der erste Winkel w1 kann durch eine einfache Schiebung
auf den zweiten Winkel w2 abgebildet werden. Daher sind solche

Parallelwinkel natiirlich gleich groR.

Normalwinkel

e

Der Normalwinkelsatz: Zwei Winkel w1 und w2, deren Schenkel
paarweise aufeinander normal stehen, heifen Normalwinkel und

sind immer gleich grof}.

Beweis: Der Normalwinkel w2 kann durch eine Drehung um 90°
zum ersten Winkel w1 parallel gedreht werden. Und solche
Parallelwinkel sind natiirlich gleich groB.

E
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Die Winkelsumme im Dreieck

In jedem Dreieck betragt die Summe der drei Winkel genau 180°.
o+ B +vy=180°. (Die Untere Abbildung zeigt den Beweis des Satzes).

Die Winkelsumme im Dreieck
oa+p+y=180°

Dieser Satz wird bei der Herleitung vieler weiterer Lehrsétze
aus der elementaren Geometrie verwendet, beispielsweise
beim Randwinkelsatz (Peripheriewinkelsatz) oder Thalessatz.

A c B

(1) Eine parallele Gerade zur Seite ¢ im Eckpunkt C zeichnen.
(2) Den Winkel bei A entlang der Seite AC verschieben.
(3) Den Winkel bei B entlang der Seite BC verschieben.

al + 1 + ¥l = 180°.
a=u0al, f=0,y=myl
a+p+y=180"

(4) Die drei Winkel zusammen ergeben daher genau 180°.
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Die Kongruenzséatze des Dreiecks

Die Kongruenzsatze des Dreiecks

Zwei Dreiecke heilen kongruent, wenn sie deckungsgleich sind,
d.h. sie stimmen in ihren Seitenldngen und WinkelgréBRen lberein.
Matiirlich haben sie dann auch die gleiche Form und Fliche.

Die Bewegungen in der Ebene (Schiebung, Drehung) und auch
die Spiegelung dndern Form und Fliche von Dreiecken nicht.
Man nennt sie daher Kongruenzabbildungen.

Die vier Kongruenzsitze besagen, dass Dreiecke kongruent sind,
wenn sie in folgenden Angaben libereinstimmen:

* in drei Seiten (SSS)

* in einer Seite und zwei Winkeln (SWW oder WSW)

* in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel (SWS)

+* in zwei Seiten und dem Gegenwinkel der lingeren Seite (SsW)

Diese Sitze sind ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Herleitung von
geometrischen Lehrsdtzen. Die Beweise fiir diese Sitze folgen.

Die Kongruenzsitze des Dreiecks werden wie folgt bewiesen:

Man gibt ein Konstruktionsverfahren mit Zirkel und Lineal an,

mit dessen Hilfe das Dreieck aus den gegebenen Grélten ermittelt
werden kann. Liefert das Konstruktionsverfahren ein eindeutiges
Ergebnis, dann miissen alle Dreiecke mit diesen Angabegréfien
deckungsgleich sein.

Als Beispiel wird der SS5-Satz bewiesen. Die anderen Sitze sind
dann in analoger Art zu beweisen. Beim SsW-Satz muss der Winkel
der gréReren Seite gegeniiber liegen, sonst gibt es zwei Lésungen.

§55-Satz: Gegeben seien von einem Dreieck ABC die drei Seiten.

(1) Zeichne eine Strecke AB mit der Lange c.

(2) Zeichne einen Kreis mit Mittelpunkt B und Radius a.

(3) Zeichne einen Kreis mit Mittelpunkt A und Radius b.

(4) Schneide die beiden Kreise.

(5) Man erhilt nur dann zwei spiegelsymmetrische Schnittpunkte,
wenn gilt a+ b > ¢. Diese so genannte Dreiecksungleichung muss
fiir alle Seitenmdéglichkeiten gelten. Betrachtet man nun nur
einen Schnittpunkt C, so ist das Dreieck eindeutig bestimmt.

Im Folgenden wird diese Konstruktion anschaulich demonstriert.
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Dreieckskonstruktion nach S5S-Satz:

Seite c = 8.
Seite a=5.
Seiteb=7.

Seiten: a=5,b=7,c=8
Winkel: 38.21°, 60°, 81.79"°

Aus der Konstruktion ist ersichtlich, dass es nur dann einen
Schnittpunkt C gibt, wenn die Seite ¢ kleiner als die beiden
Seiten a und b zusammenist, d.h. c<a+Db.

Diesen Sachverhalt nennt man auch Dreiecksungleichung:
In jedem Dreieck muss eine Seite kleiner als die Summe der
beiden anderen Seiten sein.
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Die Strahlenséatze

B

Die Strahlensatze

Es sind s und t zwei Halbgerade mit Scheitel S.

SA:SB=SC :SD, Erster Strahlensatz.
SA:SB = AC : BD, Zweiter Strahlensatz.

Diese werden von zwei parallelen Geraden u und v geschni :
Fiir die dabei erzeugten Strecken gelten folgende Verhiltnisse:

Diese beiden Lehrsitze werden im Folgenden bewiesen.

SO NN NN NG

Es ist e = 1 die Lingeneinheit auf Strahl s und SA=aund SB=b.

(1) Nun wird auf dem ersten Strahl s von S fortlaufend die Einheit &
aufgetragen und in den Punkten S, E, F, G, A, H, B eine Schar von
Geraden errichtet, die parallel zu den Geraden u und v verlaufen.

(2) Die Geradenschar schneidet den zweiten Strahl t in den Punkten
S, 1,J, K, C, L, D. Wir wollen nun zeigen, dass diese Punkte auf dem
zweiten Strahl t dquidistant liegen, d.h. benachbarte Punkte sind

voneinander gleich weit entfernt.
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= by R

S s
(3) Es wird eine Geradenschar durch die Punkte 5,1, J, K, C,L,D
errichtet, welche zu dem ersten Strahl s parallel verlauft.

(4) Dadurch entstehen die eingefirbten Stufendreiecke. Diese sind
alle untereinander kongruent, weil sie alle in Seite e und in zwei
Winkeln libereinstimmen. Die Seiten der Stufendreiecke sind e, f, g.

(5) Daher gilt, dass alle Punkte S, 1, J, K, C, L, D auf dem zweiten
Strahl dquidistant liegen. Also gilt c = SC = a*f, d = SD = b*f.

b >

L i i
LN S LN N

(6) Es gilt also a=SA, b=SBund¢=5SC=a'f,d=SD=b"f.

(7) Ein Zahlenverhiltnis bleibt gleich, wenn man es mit derselben
Zahl erweitert. Also gilta:b=a"f:b*f=c¢:dund SA: SB=SC: SD.

Damit ist der erste Strahlensatz bewiesen!
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b ™

! ™~ e
CORC T T A T B

(8) Die waagrechte Parallelenschar, welche durch §,1,J,K,C,L,D
verlduft schneidet aus den Geraden u und v ebenfalls dquidistante
Punkte heraus. Daher gilt AC = a*g und BD = b"g, also gilt auch hier
eine Verhiltnisgleichung SA : SB = AC : BD.

Damit ist auch der zweite Strahlensatz bewiesen !

S

Die Strahlensatze

SA : SB=SC : SD, Erster Strahlensatz.
SA :SB=AC : BD, Zweiter Strahlensatz.

Diese Lehrsatze spielen in der Geometrie eine wichtige Rolle.
Mit ihrer Hilfe werden die Ahnlichkeitssatze des Dreiecks, die
Flachenformel von Heron und viele andere Lehrsétze bewiesen.
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Ahnlichkeitsabbildungen

Zwei Objekte in der Ebene heillen dhnlich, wenn sie gleiche
Form (Gestalt) aufweisen.

Offenkundig sind zwei Dreiecke dann dhnlich, wenn sie gleich
grofie Winkel aufweisen. Zwei Rechtecke sind offenkundig dann
ahnlich, wenn das Verhiltnis der beiden Seitenlangen (a: b)

in beiden Rechtecken gleich grofR ist.

Aus diesen Uberlegungen ist ersichtlich, dass die Form von
den Winkeln und den Seitenverhaltnissen abhingt.

Wenn man ein Objekt unter Beibehaltung seiner Form verkleinert
oder vergrdflert, dann liegt eine Abbildung des Objektes vor.
Solche Abbildungen heiRen BAhnlichkeitsabbildungen, weil das
Ur-Objekt zum Bild-Objekt dhnlich (formgleich) ist.

Mit Hilfe der Strahlensatze kann nun gezeigt werden, dass
die zentrische Streckung eine Ahnlichkeitsabbildung ist,
d.h. WinkelgréRen und Seitenverhiltnisse werden bei einer
zentrischen Streckung nicht verandert.
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Die zentrische Streckun

(1)Zentrum M, Faktor k
(2} Urdreieck ABC

(3) Strahlen zeichnen
(4} Bilddreieck DEF

B E

Gegeben ist das Streckzentrum M und der Streckfaktor k.

Ein Punkt A und sein Bildpunkt D liegen auf einem Strahl durch
das Zentrum Die Entfernung des Bildpunktes D vom Zentrum M
ist das k-fache der Entfernung des Urpunktes A vom Zentrum:
DM = k*AM. Die Zeichnung zeigt eine Streckung auf das 3-fache.

Die zentrische Streckun

(1)Zentrum M, Faktor k
(2} Urdreieck ABC

(3) Strahlen zeichnen
(4} Bilddreieck DEF

B E

Aus der Zeichnung ist ersichtlich, dass die zentrische Streckung
eine Anwendung des Strahlensatzes ist. Daher gelten folgende
Verhaltnlsglelchungen MA:MD = AB:DE und MA:MD = AC.DF, also
ist AB:DE = AC:DF oder durch Umformung AB:AC = DE.DF. Es gilt,
/dass I?EI zentrischen Streckungen die Seitenverhaltnisse nicht
verindert werden. Weil nun die beiden Winkel w(BAC) und w(EDF)
Parallelwinkel sind, bleiben auch die Winkel unverdndert.
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Ahnlichkeitssatze des Dreiecks

Die Ahnlichkeitssitze des Dreiecks

Zwei Dreiecke heiken dhnlich, wenn sie in ihrer Form gleich sind.
Offenkundig haben Dreiecke die gleiche Form, wenn sie in ihren
Winkeln iibereinstimmen. Da die drei Winkel zusammen 180° sind,
geniigen bereits zwei gleiche Winkel, damit die Dreiecke gleiche
Form (Gestalt) aufweisen. Ahnlichkeit ist Ubereinstimmung in
Proportionen, d.h. entsprechende Seitenverhiltnisse sind gleich.

Abbildungen, welche die Form der Objekte unverindert lassen,
sodass das Bild-Objekt zum Ur-Objekt dhnlich ist, heiRen Bhnlich-
keitsabbildungen (siehe auch die zentrische Streckung).

Die vier Ahnlichkeitssitze besagen, dass Dreiecke dhnlich sind,
wenn sie in folgenden Angaben libereinstimmen:

zwei Winkeln (WW)

zweij Seitenverhdlthissen (SS)

einem Seitenverhdltnis und dem eingeschlossenen Winkel (SWe)
einem Seitenverhiltnis und Gegenwinkel der lingeren Seite (SWg)

Fiir den Beweis eines Satzes wird gezeigt, dass unter den Angaben
des Satzes eine ﬁhnlichkeitsabbildung existiert, welche das erste
Dreieck auf das zweite Dreieck abbildet. Die Sitze sind wichtige
Werkzeuge fiir die Herleitung von anderen Lehrsitzen.

ABC und EDF sind Dreiecke, wo die Proportionen AB:BC = DE:EF
und AC:BC = DF:EF gelten. Es soll nun gezeigt werden, dass die
zwei Dreiecke dhnlich sind. Damit ist dann der SS-Satz bewiesen.

T

Durch eine Drehung und Schiebung wird das Dreieck DEF bewegt.

A=D

Durch die Bewegung von DEF hat sich die Form nicht gedndert.
Laut Angabe gilt AB:BC = DE.EF und AC:BC = DF:EF. Mit einer
Umformung gilt dann AB:DE = BC:EF und AC:DF = BC:EF.

Weil A= D ist, folgt daraus AB:AE = AC:AF.

Damit ist eine zentrische Streckung mit dem Zentrum A gefunden,
welche das Dreieck ABC auf das Dreieck DEF abbildet. Weil dabei
die Form gleich bleibt, sind die beiden Dreiecke dhnlich !
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Sehnensatz und Sekantensatz

Der Sehnensatz
Zieht man von einem Punkt P innerhalb eines Kreises beliebige
Sehnen, dann sind die Produkte der beiden Sehnenabschnitte

vom Punkt zum Kreis immer gleich grof.

PA*PB = PC*PD

Beweis:

Die Dreiecke [PAD] und [PCB] sind dhnlich, weil sie in ihren Winkeln
libereinstimmen. Die Winkel w(PAD) und w(PCB) sind Randwinkel
iiber dem Kreisbogen BD. Die Winkel w(APD) und w(CPB) sind
Gegenwinkel. In zwei dhnlichen Dreiecken sind die Verhiltnisse
entsprechender Seiten gleich, d.h. PA: PD=PC :PB. Also gilt:

PA*PB=PC* PD.

Der Sekantensatz

Zieht man von einem Punkt P auRerhalb eines Kreises beliebige
Sekanten, dann sind die Produkte der beiden Sekantenabschnitte
vom Punkt zum Kreis immer gleich groB. Sie sind auch genau so
grof wie das Quadrat des Tangentenabschnittes.

PA*PB = PC*PD = PT*PT = ¢2 t

Beweis:

Die Dreiecke [PAD] und [PCB] sind dhnlich, weil sie in ihren Winkeln
iibereinstimmen. Die Winkel w(PAD) und w(PCB) sind Randwinkel
iiber dem Kreisbogen BD und der Winkel bei Punkt P ist beiden
Dreiecken gemeinsam. In dhnlichen Dreiecken sind die Verhdltnisse
entsprechender Seiten gleich, d.h. PA: PD = PC : PB. Also gilt:
PA*PB=PC™*PD.

Fiir die Tangente als Grenzlage der Sekante gilt: PA* PB=PT * PT.
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Vier merkwurdige Punkte im Dreieck

Das Merkwiirdige an diesen Punkten ist, dass sie jeweils
der Schnittpunkt nicht nur von zwei, sondern sogar von drei
besonderen Geraden im Dreieck sind. Die entsprechenden
Lehrsitze werden auf den folgenden Seiten bewiesen.

Der Umkreismittelpunkt
Die drei Seitensymmetralen des Dreiecks schneiden einander in
genau einem Punkt (Umkreismittelpunkt U).

Der Inkreismittelpunkt
Die drei Winkelsymmetralen des Dreiecks schneiden einander in
genau einem Punkt (Inkreismittelpunkt I).

Der Schwerpunkt

Die drei Schwerlinien des Dreiecks schneiden einander in genau
einem Punkt (Schwerpunkt S). Eine Schwerlinie ist die Strecke vom
Eckpunkt zum Halbierungspunkt der gegeniiberliegenden Seite.

Der Hohenschnittpunkt

Die drei Hohen des Dreiecks schneiden einander in genau einem
Punkt (Hohenschnittpunkt H). Unter einer Héhe versteht man das
Lot von einem Eckpunkt auf die gegeniiberliegende Seite.
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Der Umkreis

In jedem Dreieck ABC schneiden|sich die DREI Seitensymmetralen
in genau einem Punkt U, dem Mittelpunkt des Umkreises, der durch
die drei Eckpunkte des Dreiecks yerliuft.

(1) U liegt auf der Streckensymmetrale von AB. Also gilt UA = UB:
(2) U liegt auf der Streckensymmaetrale von BC. Also gilt UB = UC.

Aus(1) und (2) folgt UA=UC.

(3) Also liegt U auch auf der Streckensymmetrale von AC.
UA = Umkreisradius.

Der Inkrei

jédem Dreieck ABC schneiden sich die DREI Winkelsy
in genau einem Punkt |, dem Mittelpunkt des Inkreises, welc
drei Seiten des Dreiecks beriihrt.

etralen

(1) | liegt auf der Winkelsymmetrale durch A. Also gilt IF = ID.
(2) | liegt auf der Winkelsymmetrale durch B. Also gilt ID = IE.

Aus(1) und (2) folgt IF = IE.

(3) Also liegt | auch auf der
ID = Inkreisradius.

inkelsymmetrale durch C.
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Der Schwerpunkt

D B

In jedem Dreieck ABC schneiden sich die DREI Schwerlinien DC,
EA und FB in genau einem Punkt S, dem Schwerpunkt.

(1) Das Dreieck ABC wird zum Parallelogramm ABGC erginzt.

(2) Die beiden Strecken AC und AG werden von den parallelen
Strecken BF und HC geschnitten. Daher kann der STRAHLENSATZ
angewendet werden: AS:AT=AF:AC=1:2und AS=5T=TG.

Es gilt: 3*AS = AG = 2*AE, also AS=2/3"AE, also AS: SE=2:1.

Der Schwerpunkt S teilt die Schwerlinie AE im Verhaltnis 2 : 1.

(3) Diese Uberlegung gilt fiir alle drei Schwerlinien. Daher muss
der Schwerpunkt S auf allen drei Schwerlinien liegen !

DerWnittpunkt

jedem Dreieck ABC schneiden sich die DRElI Héhen UC,
VA und WB in genau einem Punkt H, dem Héhenschnittpunkt.

(1) Das Dreieck ABC wird durch Anfiigen von drei kongruenten
Dreiecken zum grofien Dreieck DEF erginzt.

(2) Die drei Héhen des Dreiecks ABC|sind die Seitensymmetralen
des grofen Dreiecks DEF. |lhr Schnittpunkt ist somit auch der
Schnittpunkt H der drei Héhen.
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Die Eulersche Gerade. Umkreismittelpunkt U, H6henschnittpunkt H und
Schwerpunkt S des Dreiecks liegen auf einer Geraden. Es ist SH = 2*SU.

Beweis des Satzes: Durch eine Streckung mit dem Zentrum S und dem
Faktor k = -1/2 wird Dreieck ABC auf das Mittendreieck DEF abgebildet.
Weil nun die Seitensymmetralen von ABC zu den H6hen von DEF werden,
ist der Bildpunkt des Hohenschnittpunktes H von ABC auch der Umkreis-
mittelpunkt U. So liegen H und U auf einem Strahl durch S und SH = 2*SU.
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Der Lehrsatz von PYTHAGORAS

Im rechtwinkeligen Dreieck ABC heil3t die Seite c, die dem rechten Winkel
gegendber liegt, die Hypotenuse. Die zwei anderen Seiten nennt man die
Katheten a und b. In jedem rechtwinkeligen Dreieck gilt nun c2 = a2 + b2.

Zum Beweis dieses Lehrsatzes errichtet man tGber der Seite ¢ des Dreiecks
ABC ein Quadrat ABDE und verschiebt die beiden kongruenten Dreiecke
ABC und BDG auf die Dreiecke EDF und AEH. Dadurch entsteht die Figur
ACGDFH, die zum Quadrat ABDE (c?) flachengleich ist, und die aus den
beiden Quadraten ACIH (a2) und GDFI (b2?) besteht. Also gilt c2=a2 + b2

E
a
G
b c
c
b a
A c B

Durch die zwei verschobenen Dreiecke ABC
und BDG entsteht aus dem Quadrat ABDE (c¢?)
die flaichengleiche Figur ACGDFH, die aus den
Quadraten ACIH (b? und GDFI (a* besteht.

Also gilt der Hauptsatz: c*=a*+ b

Im rechtwinkeligen Dreieck gelten noch zwei andere interessante Lehr-
satze, namlich der Kathetensatz und der Hohensatz.
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Kathetensatz und Hohensatz

Der Kathetensatz

a’=c*y
b*=c*Xx
b 1
A X c F y B

Weil das Dreieck ABC dhnlich zum Dreieck CBF ist, mlissen in
beiden Dreiecken die entsprechenden Seitenverhiltnisse gleich
grofl sein, d.h. AB : BC=BC : FB, also ¢c:a=a:y. Durcheine
einfache Umformung erhalt man: a®*= ¢ * y (Erster Kathetensatz).

Fiihrt man den selben Beweis mit den Dreiecken ABC und ACF
durch, erhalt man die Formel b*= ¢ * x (Zweiter Kathetensatz).

Die beiden Strecken x und y heien Hypotenusenabschnitte.

Der Hohensatz

hr=x*y

Wenn man die beiden Teildreiecke ACF und CBF genauer
betrachtet, wird man erkennen, dass auch diese Dreiecke
ahnlich sind, weil die entsprechenden Winkel gleich grof} sind.
Also missen auch die entsprechenden Seitenverhiltnisse in
beiden Dreiecken gleich grofd sein: FC : AF=BF ;. FC oder

h: x=vy: h. Durch einfache Umformung erhalt man daraus

die Formel h*=x "y (Héhensatz).
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Der Randwinkel-Satz. Dieser besagt, dass eine gegebene Sehne eines
Kreises von allen Punkten auf dem Kreis unter dem gleichen Sichtwinkel
(Randwinkel y) gesehen wird. Jeder Randwinkel ist halb so grof3 wie der
zugehdorige Zentriwinkel (3).

Der Beweis des Lehrsatzes vom Randwinkel

Wir wollen nun zeigen, dass der Randwinkel bei Punkt C immer halb
so grof ist, wie der fixe Zentriwinkel beim Kreismittelpunkt M.

Die Dreiecke ABM und ACM und BCM sind alle gleichschenkelig.
Im Dreieck ABM gilt:
O+ 2a=18B0" 6= 180° - 2a.

Im Dreieck ABC gilt:

(z+B1) + (B1+B2) + (R2+a )= 180°.
2o+ 2(B1+p2) = 180°.

2o + 2y = 180°.

2y=180 - 2a = 5.

Y=56/2

Ein Spezialfall (Satz von Thales) liegt dann vor, wenn der Zentriwinkel
180° ist. Dann wird die Sehne zum Durchmesser und der Randwinkel
wird zu 90°. Also gilt, dass alle Winkel im Halbkreis rechte Winkel sind.

Die Randwinkel werden auch Peripheriewinkel genannt.
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Die Flachenformel von HERON

Wenn von einem beliebigen Dreieck alle drei Seiten a, b und ¢
gegeben sind, so kann man auch ohne Kenntnis einer Dreiecks-
hohe die Flache F des Dreiecks berechnen.

F2 = s*(s-a)*(s-b)*(s-c) { F = Flache des Dreiecks }
mit s = U/2 = (a+b+c)/2 { U = Umfang des Dreiecks }

Die folgenden Abbildungen zeigen den Beweis des Lehrsatzes.

Die Flachenformel von Heron

In jedem Dreieck gilt fir die Flache F2 = s*(s-a)*(s-b)*(s-c).
Dabei ist s der halbe Umfang: s = (at+b+c)/2.
Dadurch wird die Dreiecksfliche nur aus den Seiten berechnet.

Zum Beweis sind drei augenscheinliche geometrische Sachverhalte
und drei einfache Hilfssitze notwendig.

Sachverhalt 1: Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie in zwei Winkel
ibereinstimmen. Dann sind entsprechende Seitenverhiltnisse
gleich (wegen Strahlensatz).

Sachverhalt 2: Die beiden Tangentenstrecken von einem Punkt an
einen Kreis sind gleich lang und jede Tangente steht im Beriihr-
punkt normal auf den Kreisradius (wegen Sekantensatz).

Sachverhalt 3: Im Dreieck stehen die Winkelsymmetralen eines
Winkels und des angrenzenden AuBenwinkels aufeinander normal
(wegen Winkelsumme im Dreieck).

Diese drei Sachverhalte werden als bekannt vorausgesetzt. Die
drei zusatzlichen Hilfssitze werden schrittweise bewiesen und
dann zum Gesamtbeweis der Flachenformel verwendet.




Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 2 159

Hilfssatz 1: In jedem Dreieck gilt fiir die Fliche: F = g*s.
Dabei ist q der Inkreisradius und s der halbe Umfang.

Beweis: F(ABC) = F(AIB) + F(BIC) + F(CIA) = ¢*q/2 + a*q/2 + b*q/2.
Also gilt F = F(ABC) = gq*(atb+c)i2 = gq*s.

Hilfssatz 2: In jedem Dreieck gilt fiir die Strecken zwischen den
Eckpunkten A,B,C und den Beriihrpunkten des Inkreisradius R,S,T:
X=s-a,y=s-b,z=s-c¢ mits als halben Umfang.

Beweis: 2*x + 2*y + 2*z = (a+b+c), wegen Sachverhalt 2.
Alsogiltx+y+z=sundx=s-(y+z)=s-a.
Also gilt x = s - a. Analoges gilt fiir die anderen Streckenabschnitte.
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\

/A c u ]

Hilfssatz 3: In jedem Dreieck gilt fiir die Strecke AU zwischen
dem Eckpunkt A und dem Beriihrpunkt U des Ankreises: AU=s.

Beweis: AU = AV, wegen Sachverhalt 2.

Alsoistc+u=b+ vund aulerdemu+v=a

Also gilt Z’AU=(c+ u)+ (b+v)=(u+v)+b+c=a+b+c.
Also ist AU = (atb+c)2=sund BU=u= (s -c).

P

| R s-a T s-b B s-¢ U

Beweis der Flichenformel von Heron: F2= s*(s-a)"(s-b)"(s-c).

(I) Die Dreiecke ATl und AUM sind dhnlich, weil Winkel gleich sind.
Also gilt AT : TI= AU : UM, d.h. (s-a):q = s:p, also g*s = p*(s-a).

(I} Die Dreiecke BTl und UMB sind dhnlich, wegen Sachverhalt 3.
Also gilt BT : TI= MU : UB, d.h. (s-b):q = p:(s-¢). also p = (s-b)*(s-c}q.

Ankreisradius p von (ll} in (I} einsetzen: q*s = (s-a)*(s-b)*(s-¢)/q.
Die Gleichung mit (q*s) multiplizieren: (q*s)® = s*(s-a)*(s-b})"(s-¢).
Wegen Hilfssatz 1 gilt F = gq°s, also F2= s*(s-a)*(s-b)"(s-¢).




Herbert Paukert: Schulmathematik, Band 2 161

Umkreisradius und Inkreisradius

Die Berechnung von Umkreisradius r und Inkreisradius q eines Dreiecks
nur mit Hilfe der drei Seiten a, b, ¢ ist mdglich.

Der Randwinkel-Satz kann verwendet werden, um den Umkreisradius r
von beliebigen Dreiecken zu berechnen. r = (a*b*c) / (4*F).

Auch der Inkreisradius q kann berechnet werden. q = (2*F) / (a+b+c).

Zur Flachenberechnung wird die Formel von Heron verwendet.
F2 = s*(s-a)*(s-b)*(s-c) mit s = (a+b+c)/2.

Umkreis- und Inkreisradius des Dreiecks
|. Der Umkreisradius

(1) Die Seite BC = a erscheint von den Punkten A und E unter dem
gleichen Randwinkel. Dreieck ECE ist rechtwinkelig (Thalessatz).

(2) Die Dreiecke ECB und ACD sind dhnlich, weil sie in zwei Winkel
ilbereinstimmen. Also gilt (2°r): a=b: h, also r = a*bl(2°h).

(3) Aus der Dreiecksfliche F = ¢"hi2 folgt h = 2"Flc. Einsetzen
von h liefert eine Formel fir den Umkreisradius: r= (a*b*¢)/{4"F).
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kreis- und Inkreisradius des/Dreiecks
Inkreisradius

//Injedem Dreieck ABC gilt fiir die Fliche: F = q's.
Dabei ist q der Inkreisradius und s der halbe Umfang U.

Beweis: F(ABC) = F(AIB) + F(BIC) + F(CIA) =c¢"ql2 + a"ql2 + b q/2.
Also gilt F = F(ABC) = gq*(atb+c)i2=q"s, d.h. q=Fls = 2*FIU.

So lassen sich Inkreisradius g und Umkreisradius r nur aus den
Seiten eines Dreiecks berechnen: q=2"FlU und r= {(a’b"¢)/{4"F).

Die Fliche wird berechnet mittels F2= s*(s-a)"(s-b)"(s-¢).
Dabei ist s = Ui2 = (at+b+c)2. (Flichenformel von Heron).
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Die Verkettung von Schiebungen

Die Verkettung von Schiebungen

Zum Abschluss wollen wir uns noch mit der Verkettung von zwei
Schiebungen (Vektoren) befassen. Es wird der Full des zweiten
Schiebepfeils an den Kopf des ersten Schiebepfeils gesetzt.

Merkregel: "Full an Kopf".

Fihrt man zwei Schiebungen U und V derart hintereinander aus,
dann erhilt man wieder eine neue Schiebung W.

Die Koordinaten des neuen Vektors W{xWIyW) erhdlt man durch
Addition der Koordinaten der Vektoren U{xUlyU) und V(xViyV).

xXW=xU+ xV
yW=yU +yV

Mit den Vektoren schreibt man dann einfach W= U + V und nennt
dies eine Vektoraddition.

Die folgende Grafik soll diesen Sachverhalt darstellen.
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10
Addition von Vektoren

Erster Vektor A(2/4)
Zweiter Vektor B(6/2)
A(2/4) + B(612) = C(8I6) .
4 A
2 P B
0 oo 1 10

10

Verkettung von Schiebungen
Die Verkettung von Schiebungegn ist wieder einen Schiebung.

-0 10

-0
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Geometrische Axiomensysteme

Die vorgestellten geometrischen Lehrsatze bauen auf den Grund-
lagen der Abbildungsgeomtrie auf. Wie aber ist der Mensch auf die
Begriffe "Spiegelung" oder "Drehung" gekommen ?

Zunachst sind das operative Begriffe, welche aus der Anschauung
stammen. In der Geschichte der Mathematik wurde nun versucht,
diese Begriffe und ihre Beziehungen mit so genannten Axiomen
zu beschreiben. Axiome sind fur wahr gehaltene, nicht beweisbare
Grundgesetze.

Diese Axiome ihrerseits verwenden elementare Begriffe, wie "Punkt”,
"Gerade" oder "Zwischenlage”, welche nicht weiter definiert werden,
d.h. nicht wieder auf andere Begriffe zuriickgefiihrt werden kénnen.
Sie sind intuitiv verstandlich (evident, augenscheinlich).

Aus diesen evidenten Grundbegriffen und moglichst wenigen wider-
spruchsfreien Axiomen soll dann mdglichst vollstandig das gesamte
Gebéaude der elementaren Geometrie nur mit Hilfe der menschlichen
Logik errichtet werden.

Die ersten Versuche einer Axiomatisierung der Geometrie stammen
von dem griechischen Mathematiker Euklid (300 v. Chr.). Mehr als
2000 Jahre spater zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts war es
dann der deutsche Mathematiker David Hilbert, der ein vollstandiges
Axiomensystem der Geometrie entwickelte. Wahrend Hilbert sein
System auf dem "Kongruenzbegriff* aufbaut, erschufen ca. 50 Jahre
spater die deutschen Mathematiker F. Bachmann und H. Lenz ein
Axiomensystem, dass vom "Bewegungsbegriff" ausgeht.

Zunachst werden im System zwei Arten von Axiomen unterschieden:
Bewegungs- und Anordnungsaxiome. Im Folgenden sollen einige
Beispiele aus dem System von Bachmann/Lenz angefihrt werden:

Definition 1: Die Ebene ist eine nicht leere Menge, deren Elemente
Punkte heil3en. Gewisse umkehrbare Abbildungen der Ebene auf sich
heil3en Bewegungen.

Definition 2: Eine Spiegelung ist eine nicht identische Abbildung mit
mindestens zwei Fixpunkten.
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Definition 3: Eine Drehung ist entweder die identische Abbildung oder
eine Abbildung mit genau einem Fixpunkt.

Axiom B1: Zu zwei Punkten gibt es genau eine Spiegelung, fur welche
die beiden Punkte Fixpunkte sind.
Axiom B2: Die Verkettung zweier Spiegelungen ist keine Spiegelung.

Definition 4: Zwei Geraden a, b heil3en orthogonal, wenn sie die Achsen
von zwei Spiegelungen sa, sp sind, deren Verkettung vertauschbar ist,

d.h.sa*sp = sp *sa.

Axiom I1: Durch zwei Punkte in der Ebene geht genau eine Gerade.
Axiom I12: Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

Far drei Punkte A,B,C auf einer Geraden ist eine "Zwischenlage" durch
bestimmte Axiome definiert, beispielsweise:

Axiom Al: Sind A und B zwei verschiedene Punkte, dann gibt es immer
einen Punkt C, der zwischen A und B liegt.
Axiom A2: Liegt C zwischen A und B, so liegt B nicht zwischen A und C.

Folgerung: Eine Gerade hat keine Lécher.

Aus den hier nur auszugsweise angeftihrten Axiomen wird die sogenannte
absolute Geometrie entwickelt. Damit ist ein wichtiger Abschluss erreicht.

Schon der griechische Mathematiker Euklid hat ein Axiom aufgestellt, das
bisher nicht erwahnt worden ist. Es handelt sich dabei um das bertihmte
Parallelenaxiom, auch Euklidisches Axiom genannt:

Axiom E: Zu einer Geraden g in der Ebene und zu einem Punkt P, der
nicht auf der Geraden g liegt, gibt es genau eine Gerade h,
welche durch Punkt P geht und die Gerade g nicht schneidet.

Die absolute Geometrie und das zusatzliche Axiom E bilden dann die
euklidische Geometrie. Das ist genau jene Geometrie, an die sich unsere
Anschauung und unser Denken traditionellerweise gewohnt hat. Das ist
auch jene Geometrie, die an unseren Schulen gelehrt wird.
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Aber betrachten wir doch unseren Sehraum: Zwei nebeneinander liegende
Eisenbahnschienen, die uns in der Nahe parallel erscheinen, verschmelzen
in der Ferne zu einem Punkt. Oder betrachten wir unseren Tastraum:
Wenn wir einen nur wenig geoffneten Zirkel Giber unsere Haut bewegen,
dann gibt es Hautbereiche, wo wir keine getrennten Empfindungen
erfahren. Unser Wahrnehmungsraum ist daher in Wirklichkeit nicht
euklidisch, d.h. es gibt dort eigentlich keine parallelen Geraden.

Eine Geometrie, in welcher das Parallelenaxiom nicht gilt, wird demnach
als nicht euklidische Geometrie bezeichnet. Ein praktisches Beispiel ist die
Geometrie auf einer Kugeloberflache, z.B. die spharische Trigonometrie.

Eine letzte Bemerkung: Die Strecken- und Winkelmessung spielt in der
Geometrie eine wesentliche Rolle. Jede Messung zerfallt in zwei Schritte:
Erstens die Festlegung einer Mal3einheit und zweitens die Durchfiihrung
eines Verfahrens zur Ermittlung der einem Objekt zugeordneten Mal3zahl,
d.h. wie oft die Mal3einheit im entsprechenden Objektmerkmal enthalten ist.

Nun besteht zwischen Winkelmessung und Streckenmessung in unserer
euklidischen Geometrie ein fundamentaler Unterschied. Die MalReinheit
der Winkelmessung kann logisch definiert werden: Beispielsweise ist ein
Grad der 360-te Teil eines vollen Winkels, und ein voller Winkel wird durch
eine Drehung beschrieben, welche die identische Abbildung ist.

Die Maleinheit der Streckenmessung, beispielsweise ein Meter, kann
durch keine Logik und Axiomatik definiert werden, sondern nur empirisch,
d.h. nur unter Mithilfe der sinnlichen Wahrnehmung.
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ENDE von MATHE 2



